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В работе [1] рассмотрен межорбитальный перелет космического аппарата 

как процесс в дефектной двухуровневой динамической системе. 

Дифференциальные уравнения объекта (аппарат - материальная точка) 

нижнего уровня дефектной иерархической динамической системы 
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замыкались по принципу балансирования [2] балансировочными уравне-

ниями объекта (элемент системы управления) верхнего уровня иерархии 

[3]. В зависимости от знака весового коэффициента динамической системы 

перелет космического аппарата может совершаться по показательному, 

тригонометрическому или параболическому законам. 

В данной работе решается та же задача, но в соответствии с моделью 

идеальной двухуровневой иерархической динамической системы. Для 

описания процесса используются канонические уравнения [4]. 

Исходная и конечная орбиты компланарные круговые. Рассматривается 

процесс перемещения космического аппарата между ними. Движение 

аппарата описывается уравнениями 
𝑑2𝑢

𝑑𝜑2
+ 𝑢 =

𝜇

𝑐2
+ 𝑤,                                                    (1) 

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝑐𝑢2 ,                                                          (2) 

где r, φ -полярные координаты центра инерции космического аппарата, μ - 

постоянная Гаусса, w - управление, а величины и и с определяются по 

формулам 

𝑢 =
1

𝑟
 ,   𝑐 = 𝑟0𝑣0 sin(𝑟0̅, 𝑣0̅̅ ̅),                                   (3) 

r0, v0 — начальные радиус-вектор и скорость центра инерции аппарата, с 

—постоянная площадей. 

К системе (1) - (2) присоединяются условия: 

при    𝑡 = 0        𝜑 = 𝜑0 = 0,   𝑟 = 𝑟0,   𝑟̇ = 𝑟̇0,   𝜑̇ = 𝜑̇0;                               

(4) 

при      𝑡 = 𝑇,   𝜑 = 𝜑1,   𝑟 = 𝑟1.                                                        (5) 

Процесс в идеальной двухуровневой иерархической динамической системе 

будет описываться [1, 4], дифференциальными уравнениями: 
𝑑𝑥1

𝑑𝜑
= 𝑥2,                                                          (6) 

𝑑𝑥2

𝑑𝜑
= 𝑥3,                                                         (7) 

𝑑𝑥3

𝑑𝜑
= 𝑥4,                                                         (8) 

𝑑𝑥4

𝑑𝜑
= 𝑥1 + 𝑎𝑥2 + 𝑏 ,                                             (9) 

где под управляющей функцией х3 понимается выражение 

𝑥3 =
𝜇

𝑐2
+ 𝑤 − 𝑥1                                               (10) 

и введены обозначения 

𝑥1 = 𝑢,    𝑥2 = 𝑢̇,                                               (11) 

постоянные а, b — соответственно весовые коэффициенты динамической 

системы и внешнего «силового» поля. 

Условия (4), (5) для системы (6) — (9) перепишутся следующим образом: 
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при    𝑡 = 0        𝑥1 = 𝑥10 = 0,   𝑥2 = 𝑥20, 𝑥3 = 𝑥30, 𝑥4 = 𝑥40 ;                   (12) 

при      𝑡 = 𝑇,   𝑥1 = 𝑥11,   𝑥2 = 𝑥21.                                                 (13) 

Последовательным исключением искомых функции х1 х2 система (6) - (9) 

сводится к дифференциальному уравнению 
𝑑4𝑥3

𝑑𝜑4
+ 𝑎

𝑑2𝑥3

𝑑𝜑2
− 𝑥4 = 0.                                     (14) 

Пусть коэффициент α равен нулю. Тогда общее решение системы (6) - (9) 

будет 

𝑥1 = 𝐴𝑒𝜑 + 𝐵𝑒−𝜑 − (𝐶 cos 𝜑 + 𝐷 sin 𝜑) − 𝑏,          (15) 

𝑥2 = 𝐴𝑒𝜑 − 𝐵𝑒−𝜑 + (𝐶 sin 𝜑 − 𝐷 cos 𝜑),                          (16) 

𝑥3 = 𝐴𝑒𝜑 + 𝐵𝑒−𝜑 + (𝐶 cos 𝜑 + 𝐷 sin 𝜑),                       (17) 

𝑥4 = 𝐴𝑒𝜑 − 𝐵𝑒−𝜑 − (𝐶 sin 𝜑 + 𝐷cos𝜑).                 (18) 

Постоянные интегрирования находим, учитывая условия (12) по формулам 

𝐴 =
1

4
(𝑥10 + 𝑥20 + 𝑥30 + 𝑥40 + 𝑏),    𝐵 =

1

4
(𝑥10 − 𝑥20 + 𝑥30 − 𝑥40 + 𝑏), 

𝐶 =
1

2
(−𝑥10 + 𝑥30 − 𝑏),   𝐷 =

1

2
(−𝑥20 + 𝑥40),                  (19) 

а постоянные параметры х40, b определяются из условий (13) с помощью 

равенств  

𝑥40 =
𝑏1𝑎22−𝑏2𝑎12

𝑎11𝑎22−𝑎12𝑎21
,     𝑏 = −

𝑏1𝑎21−𝑏2𝑎11

𝑎11𝑎22−𝑎12𝑎21
                      (20) 

Коэффициенты aik, bi имеют значения: 

𝑎11 = 𝑒𝜑1 − 𝑒−𝜑1 − 2 sin 𝜑1,    𝑎12 = 𝑒𝜑1 + 𝑒−𝜑1 + 2 cos 𝜑1 − 4 ,    

         𝑎21 = 𝑒𝜑1 + 𝑒−𝜑1 − 2 cos 𝜑1,    𝑎22 = 𝑒𝜑1 − 𝑒−𝜑1 − 2 sin 𝜑1, 

𝑏1 = 4ℎ − (𝑥20 + 𝑥30)𝑒𝜑1 − (𝑥30 − 𝑥20)𝑒−𝜑1 − 2(𝑥30 cos 𝜑1 − 𝑥20 sin 𝜑1),  
𝑏2 = −(𝑥20 + 𝑥30)𝑒𝜑1 + (𝑥30 − 𝑥20)𝑒−𝜑1 − 2(𝑥20 cos 𝜑1 + 𝑥30 sin 𝜑1).    (21) 

Интегрируя уравнение (2), получим текущее время перелета космического 

аппарата функцией полярного угла: 

𝑡 =
1

𝑐
∫

𝑑𝜑

𝑥1
2(𝜑)

𝜑

0
.                                              (22) 

Исходное управление w системы уравнений (1), (2) находим, используя 

(10), по формуле  

𝑤 = 2(𝐴𝑒𝜑 + 𝐵𝑒−𝜑) −
𝜇

𝑐2
− 𝑏.                            (23) 

Управление изменяется по показательному закону. 

Таким образом, процесс перелета космического аппарата между 

круговыми орбитами под действием управляющего воздействия (23) 

описывается по закону (15), (18), (22). 

Если коэффициент а отличен от нуля, то общее решение системы (6), (9) 

имеет вид 

𝑥1 = (𝜆2 − 𝑎)(𝐴𝑒𝜆𝜑 + 𝐵𝑒−𝜆𝜑) − (𝜔2 + 𝑎)(𝐶 cos 𝜔𝜑 + 𝐷 sin 𝜔𝜑) − 𝑏,     (24) 

𝑥2 = 𝜆(𝜆2 − 𝑎)(𝐴𝑒𝜆𝜑 − 𝐵𝑒−𝜆𝜑) + 𝜔(𝜔2 + 𝑎)(𝐶 sin 𝜔𝜑 −𝐷 cos 𝜔𝜑),      (25) 

𝑥3 = 𝐴𝑒𝜆𝜑 + 𝐵𝑒−𝜆𝜑 + 𝐶 cos 𝜔𝑡 + 𝐷 sin 𝜔𝑡,                     (26) 
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𝑥4 = 𝜆(𝐴𝑒𝜆𝜑 − 𝐵𝑒−𝜆𝜑) − 𝜔(𝐶 sin 𝜔𝜑 −𝐷 cos 𝜔𝜑),              (27) 

где корни характеристического уравнения λ1,2, ω3,4 определяются по 

формулам 

𝜆1,2 = ±√𝑎+√4+𝑎2

2
,          𝜆𝜔3,4 = ±𝑖√√4+𝑎2−𝑎

2
 ,                   (28) 

а постоянные интегрирования — по формулам 

𝐴 =
[𝑥10+𝑏−(𝜔2+𝑎)𝑥30]𝜆+[𝑥20+(𝜔2+𝑎)𝑥40]

2𝜆(𝜔2+𝜆2)
,   𝐵 =

[𝑥10+𝑏−(𝜔2+𝑎)𝑥30]𝜆−[𝑥20+(𝜔2+𝑎)𝑥40]

2𝜆(𝜔2+𝜆2)
 

, 

 𝐶 = 𝑥30 − (𝐴 + 𝐵),          𝜔𝐷 = 𝑥40 − 𝜆(𝐴 − 𝐵).                 (29) 

Уравнение (24) при φ=φ1 будет линейным относительно 

коэффициента b. Исключая b из выражения 

Ф = AB, (30) 

где 

Ф =
𝜆(𝑥11+𝑏)+(𝜔2+𝑎)[(𝜆𝐶+𝜔𝐷) cos 𝜔𝜑1+(𝜆𝐷−𝜔𝐶) sin 𝜔𝜑1]+𝑥21

2𝜆(𝜆2−𝑎)
 , 

  =
𝜆(ℎ+𝑏)+(𝜔2+𝑎)[(𝜆𝐶−𝜔𝐷) cos 𝜔𝜑1+(𝜆𝐷+𝜔𝐶) sin 𝜔𝜑1]−𝑥21

2𝜆(𝜆2−𝑎)
 ,                  (31) 

получим трансцендентное уравнение относительно а. Корни λ, ω 

характеристического уравнения следует выразить через а по формулам 

(28). 

Текущее время процесса в зависимости от полярного угла φ определяется 

по формуле 

𝑡 =
1

𝑐
∫

𝑑𝜑

𝑥1
2(𝜑)

𝜑

0
 .                                                    (32) 

Управление w выражается равенством 

𝑤 = (𝜆2 − 𝑎 + 1)(𝐴𝑒𝜔𝜑 + 𝐵𝑒−𝜔𝜑) − (𝜔2 + 𝑎 − 1)(𝐶 cos 𝜔𝜑 + 𝐷 sin 𝜔𝜑).  

(33) 

Таким образом, решение задачи перехода космического аппарата с одной 

орбиты на другую по модели идеальной двухуровневой иерархической 

динамической системы получено в замкнутом виде. 
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