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Abstract. A mathematical model of the thermal treatment of the material in a rotary kiln, which 

is represented by an object of mass exchange with the most significant energy interactions of 

the heat capacity of the structure. Model characterizes the change in the object state 

management in the state space, as variables that have adopted the thermodynamic potentials. 
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Аннотация. Рассматривается математическая модель процесса тепловой обработки 

материала во вращающихся печах, которая представлена тепломассообменным 

объектом с наиболее существенными энергетическими взаимодействиями теплоемких 

элементов конструкции. Модель характеризует изменение состояния объекта 

управления в пространстве состояний, в качестве переменных которых приняты 

термодинамические потенциалы. 

 

Ключевые слова: бетон, вращающиеся печи, теплообмен, математическая модель, 

термодинамика. 

 

1. Введение 

Агрегаты тепловой обработки строительных материалов, в частности прямоточные 

вращающиеся печи, представляют собой многомерные и нестационарные объекты 

управления с распределенными случайными параметрами, и нелинейными 

взаимосвязями. 

Аналитическое описание тепломассообменных процессов классическими 

методами дифференциальных уравнений практически не возможно. В отдельных 

случаях, решение получается достаточно сложным и фактически непригодным для 

инженерных расчетов. Возникает проблема получения приближенных аналитических 

решений математических моделей процессов в тепломассообменных агрегатах. 

 

2. Краткий обзор исследований в области тепловой обработки 

компонентов бетонной смеси 

Результаты исследований ряда авторов [1 – 20] показывают, что математические 

модели объектов управления носят специфический характер, связывая между собой, как 

правило, только входную и выходную переменные и отражая их наиболее существенные 

динамические свойства. 

Выделение в тепловом агрегате отдельных элементов, участвующих в 

тепломассообменных процессах необходимо осуществлять с учетом физических 

особенностей этих процессов и заданного критерия оптимальности.  

Основными физическими величинами тепловой обработки материала в 

прямоточных вращающихся печах, являются температуры их основных элементов и, в 

первую очередь, конструкций, обладающих существенными теплоемкостями.  

Можно составить расчетную схему теплового объекта, с учетом следующих 

допущений: 

 рассматриваемый участок тепловой обработки материала представляет собой 

объект с сосредоточенными параметрами; 

 объект на определенном интервале управления не меняет своей конфигурации 

и массы. 
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В расчетной схеме теплового объекта, учтены следующие потоки тепловой 

энергии: Q1 – входной; Q2 – в изолирующий слой; Q3 – к материалу; Q4 – от 

изолирующего слоя в окружающую среду.   

Получена следующая система уравнений энергетических балансов, учитывающих 

изменения тепловых энергий Ei: 

Теплоносителя: 

3211 / QQQE  
; 

Материала: 

532 / QQE  
;         (1) 

Изолирующего слоя теплового агрегата: 

423 / QQE  
. 

В ряде работ [1, 2] показано, что в достаточно большом диапазоне изменения 

температуры процессы тепловой обработки материала не имеют существенно 

нелинейных характеристик во временной и пространственной областях. Процессы 

практически монотонны, дисперсия параметров относительно невелика, возмущающие 

воздействия носят аддитивный характер. 

 

3. Математическое моделирование теплового процесса обработки 

материала 

При математическом описании процесса тепловой обработки материала сделаны 

следующие допущения: 

 коэффициенты теплообмена постоянны на выбранном интервале управления 

и в заданном диапазоне изменения не зависят от температуры, 

влагосодержания и прочности; 

 температура окружающей среды постоянна на интервале управления; 

 теплообмен за счет излучения отсутствует; 

 удельные теплоемкости конструкций в рассматриваемом диапазоне 

изменения параметров процесса тепловой обработки постоянны. 

Поскольку элементы теплового объекта обработки материала в прямоточных 

вращающихся печах имеют сосредоточенные параметры, то перенос энергии между 

элементами описывается функциями, не зависящими от пространственных координат.  

Отдельные потоки энергии выражаются через теплотехнические параметры, 

следующим образом: 

1. Вход → Теплоноситель: 

;0101 tGcQ 
 

2. Изолирующий слой теплового агрегата (ИСА) → Окружающая среда t0 

);( 03334 ttFQ HH  
 

3. Теплоноситель → ИСА t3 
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);( 31332 ttFQ BB  
 

4. Теплоноситель → Материал: 

);( 2110223 ttFQ HH  
 

Изменение запасов тепловой энергии, будут:  

теплоносителя: 

;// 110101   tmcE
 

материала: 

;// 220202   tmcE
       (2) 

 материала изолирующего слоя теплового агрегата: 

;// 3333   tmcE
 

где: t3 – температура ИСА, 0С; t0 – температура окружающей среды, 0С; F3B – 

площадь поверхности теплообмена теплового агрегата и изолирующего слоя; α3B– 

коэффициент теплообмена между тепловым агрегатом и изолирующим слоем, Вт/м2*С; 

α2H - коэффициент теплообмена между теплоносителем и материалом, Вт/м2*С; t2 – 

температура материала, 0С;  210 ,,    эмпирические коэффициенты; 20c  – удельная 

теплоемкость материала кДж/кг 0С; 20m  – активная масса материала, кг; 3c – удельная 

теплоемкость изолирующего слоя, кДж/кг 0С, 3m  – активная масса материала 

изолирующего слоя, кг; 10c  – удельная теплоемкость энергоносителя, кДж/кг 0С. 

Подстановка выражений потоков энергии в (2) дает следующую систему 

дифференциальных уравнений: 

теплоноситель – 

);()()(/ 21102231331001011010 ttFttFtGtGcddtmс HHBB  
 

материал – 

)(/ 21102222020 ttFddtmс HH   ;     (3) 

изолирующий слой теплового агрегата – 

)(/ 0333333 ttFddtmс HH   . 

Наличие в системе уравнений (3) произведения переменных G0, t, делает модель 

процесса тепловой обработки– нелинейной. Однако эта модель в ограниченном 

диапазоне изменения переменных, может быть линеаризована за счет введения малых 

отклонений переменных от их номинальных значений на расчетных интервалах 

управления и в исследуемых диапазонах:  

теплоноситель – 
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;)(

)(/

0

0100

0

1

0

10333

2221

0

0101223311010

tGcGttctF

tFtGcFFdtdmс

BB

HHHHВВ









 
материал – 

;/ 112222020 tFtmс HH  
       (4) 

изолирующий слой теплового агрегата –  

.)(/ 33333133333 tFFtFdtdmс HHBBBB    

Из уравнений (4) исключены члены, содержащие произведение отклонений 

переменных, в виду их малости более высокого порядка. 

Для синтеза системы оптимального управления модель объекта представляем в 

векторно-матричной форме. 

Введя обозначения: 

X = [x1 x2 x3]; U = [u1 u2 u3]; 

x1 = t ; x2 = 2t ; x3 = 3t  

u1=0 ; u2 = t  ; u3=0,  

получим: 

,/ BUAXddX 
        (5) 

где А – квадратная матрица, характеризующая динамические свойства объекта 

управления; В – прямоугольная матрица, характеризующая влияние управляющих 

воздействий; 

 

            а11   а12   а13                                0    b12  0    

А =      а21    а22    0        ;            В =       0    0    0      ; 

            а31      0     а33                               0    0    0 

 

здесь: 

а11 =  

а12 =  а13 =  а21 =  

а22 =0; 

а23 = 0; а31 = 
;/ 3333 mcF BB  а32 = 0; а33 = 

;/)( 333333 mсFF HHBB  
  

b12 =  

Анализ математической модели объекта, системы управления приобретает более 

явный физический смысл, если модель (4) представить в виде потоков энергии. 

Введя обозначения: 

;/)( 1010

0

01012233 mсGcFF HHВВ  

;/ 101022 mсF HH ;/ 101033 mсF BB ;/ 2020122 mсF HH 

;/ 10

0

010 mGc
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110101 1
tmcL  ; 220202 1

tmcL  ; 3333 1
tmcL  ; n1= ;

0

010 tGс    (6) 

и подставив выражения (6) в (5), получим систему дифференциальных уравнений, 

описывающих взаимодействия элементов объекта тепловой обработки в энергетическом 

пространстве состояний. 

,/ 0 NLAddL 
         (7) 

где: 

][ 321 LLLL 
;   

0[ 1nN  ]0 ;   
][

0

0 ijaA 
 , 

здесь: 

а011 =  

а012 = ;/ 101022 mсF HH  

а013  = ;/ 101033 mсF BB  

а021 = ;/ 1010122 mсF HH   

а022 =0; 

а023 = 0; 

а031 = ;/ 3333 mcF BB  

а033 = ;/)( 333333 mсFF HHBB    

n1 = n2 = 0. 

Математические модели (5) и (7) дают обобщенное описание процессов тепловой 

обработки материала, позволяя разработать алгоритмы синтеза их систем управления. 

Модель (5) описывает объект управления в пространстве состояний. Переменными 

состояния служат термодинамические потенциалы, определяющие потоки энергии и 

используемые для непосредственных измерений. В этом случае выходы модели 

совпадают с переменными состояний: 

;/ BUAXddX           (8) 

XIY   

где: Y – вектор выходов модели объекта управления; I - единичная матрица. 

 

4. Заключение 

Разработанная математическая модель процесса тепловой обработки материала в 

прямоточных вращающихся печах, представляет собой тепломассообменный объект с 

наиболее существенными энергетическими взаимодействиями элементов конструкции. 

Модель характеризует изменение состояния объекта управления в пространстве 

состояний, в качестве переменных которого приняты термодинамические потенциалы. 

Тепловая обработка в прямоточных вращающихся печах является одним из самых 

;/)( 1010

0

01012233 mсGcFF HHВВ  
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энергоемких процессов. Снижение энергоемкости может быть достигнуто путем 

применения оптимальным управления технологическим процессом на основе 

предложенной модели. 
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