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Аннотация. Разработанная аналитическая модель электропроводности дает 
возможность реализовать контроль структурообразования бетона, заключающийся в 
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непрерывном измерении электропроводности бетонной смеси и анализе полученных 
данных, с целью определения кинетики протекающего процесса и вмешательства в 
него для реализации повторного вибрирования. 

 
Ключевые слова: электропроводность, структурообразование бетона, разность 
потенциалов, ток источника, сопротивление образца, разность потенциалов. 

 

1. Введение 
Наиболее приемлемым методов контроля структурообразования бетона можно 

считать метод, основанный на измерении электропроводности бетона. Этот метод, 
является прямым, непосредственным, позволяя фиксировать кинетику 
структурообразования на информационных носителях, без дополнительных 
тарировочных кривых. Моменты качественных изменений в структуре бетона 
соответствуют экстремальным точкам на кривых электропроводности. Контроль 
структурообразования бетона, заключается в непрерывном измерении 
электропроводности бетонной смеси и анализе полученных данных с целью 
определения кинетики протекающего процесса и вмешательства в него для реализации 
повторного вибрирования [1 … 16]. 

 

2. Модель и метод 
Расчетное значение электропроводности бетонной смеси напрямую зависит от 

сопротивления образца со структурой, полученной методом случайных упаковок 
единичного объема сферами с распределенными диаметрами. При расчете 
сопротивления моделируемого образца предполагаем, что он помещен между двумя 
плоскими проводящими пластинами, образующими конденсатор. Фиксирование 
разности потенциалов между пластинами при известном, заданном токе источника, 
позволяет определить сопротивление образца. Таким образом, задача заключается в 
определении разности потенциалов на пластинах при известном токе, протекающем 
через образец, но неизвестном его сопротивлении. 

Заменим структурную модель образца электрической моделью. Для этого 
представим промежутки между проводящими элементами (сферами) в виде активных 
проводимостей, значения которых определяются методом узловых потенциалов и 
которые позволяют рассчитать потенциалы пластин. 

Для определения проводимости между двумя сферическими включениями можно 
воспользоваться моделью «противопоставлений», предложенной Рейнольдсем и Хью 
[2], в которой предполагается, что каждая частица «k» находится в однородной среде, а 
вычисление проводимостей осуществляется между этой и «k+1» частицей. Таким 
образом, получив сопротивление «k»-ой частицы со всеми остальными частицами (k=1, 
2,...,n , где n – номер частицы, упакованной в гипотетический объем), составив и решив 
уравнения на основе законов Кирхгофа, можно определить разность потенциалов 
между пластинами. 
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Для расчета проводимости между сферами, помещенными в однородную среду, 
воспользуемся диполярной (бисферической) системой координат (рисунки 1, 2) [3], 
которая связана с декартовой системой координат соотношениями 
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Рисунок 1 – К выводу выражения (3) в диполярной системе координат 

 

Рисунок 2 – К выводу выражения (4) в диполярной системе координат 
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Область изменения координат в диполярной системе определяется как 0 ≤ ξ ≤ π; -

∞ < η < +∞; 0 ≤ ϕ ≤ 2π , а практическое их значение связано с тем, что поверхности η = 
const представляют собой сферы, окружающие либо заданную точку М1, либо 

заданную точку М2 (рисунок 2). Поверхности ξ = const при ξ → π имеют 

веретенообразную форму, а при ξ → 0 они похожи на сферы, имеющие на 
противоположных полюсах воронкообразные углубления. 

На координатной поверхности η (рисунки 1, 2) выполняется условие (2): grad ϕ = 

0, которое описывает поверхность равного потенциала, где ϕ – потенциал. 
На координатной поверхности ξ выполняется условие (3): grad Е = 0, которое 

описывает поверхности, на которых лежат силовые линии поля, созданного разностью 
потенциалов, сообщенных сферам. Поскольку заполнитель по сравнению с матрицей 
имеет абсолютную проводимость (Rз=0) сферическая поверхность элемента 
эквипотенциальна и силовые линии поля на поверхности сферического элемента не 
будут иметь тангенциальной составляющей, а сами силовые линии будут совпадать с 
линиями тока в однородной среде при конечном значении проводимости матрицы. 

Таким образом, проводимость между двумя сферическими включениями в 
однородной эффективной среде может быть записана, как 

( )∫=
s l

dS
g ,0 ψ

γ           (2) 

где 0γ
 - удельная проводимость материала матрицы; dS - элемент поверхности 

сферического включения; l (ψ) - длина дуги от поверхности одной сферы до другой. 
Значение dS определится в соответствии с рисунком 1: 

,ϕψ rdRddS ⋅=           (3) 

где rR,  – радиусы сферического включения и сегментной окружности. 

Элемент поверхности сферического включения берется по поверхности одной 
сферы, т.к. количество силовых линий (линий тока) одинаково для обеих сфер, даже 

если у них разные радиусы. В соответствии с рисунокм 2 радиус r = Rsinψ, а 

,d d sin2 ϕψψRdS =          (4) 

В выражении (4) длина дуги l(ψ), совпадает с линией сечения координатной 

поверхности ξ (рис.2) с плоскостью, проходящей через оси координат zx, , и 

заключенной между поверхностями сферических включений. Эта дуга является 
одновременно и линией тока между этими включениями. 

С учетом (4) уравнение (2) запишется, в виде 

( )∫ ∫=
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Поскольку по углу ϕ значение длины дуги тока не изменяется, выражение (5) 
может быть переписано: 
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Таким образом, задача сводится к определению длины дуги l(ψ). Из рисунка 2 

видно, что l(ψ) может быть записано, так: 

( ) ( ) ( )2211 ψψψ lll +=  ,        (7) 

где 
( ) ( )
( ) ( ) 222

111

ψξψ
ψξψ
⋅=

⋅=
Rl

Rl
         (8) 

Рассмотрим вывод выражения для l1(ψ1), поскольку l2(ψ2) получается аналогично. 

Выразим R(ξ) через параметры a, l1, R1 и текущий параметр ψ1.  
Из рисунка 2 видно, что: 
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Так как углы ∠ P1M1O и ∠ C1O1P1 равны, как образованные взаимно 
перпендикулярными сторонами, то 

,
cos 1

1

1
11 R

l
PC −=

ψ          (10) 

При угле ψ > 900 в выражении (10) знак перед R должен смениться на +, но, т.к. 

при этом меняется и знак cos ψ, то формула остается справедливой и для ψ>900.  
Поскольку 
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то 

( ) .
1

11

ψ
ξ

tg

PC
R =           (12) 

С учетом выражения (10) для (12), получим: 
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Тогда в соответствие с (8): 
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Значение L1 и L2 определятся, как: 
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На рисунке 2 изображены две сферы η1 и η2 с радиусами R1 и R2, с расстоянием 
между центрами D. В этом случае расстояние между, так называемыми «центрами 
возмущения», A и B (точками схождения линий тока) определится выражением: 

( )[ ] ( )[ ].
2

1 2
21

22
21

2 RRDRRD
D

a −−+−=      (16) 

Значение D в декартовой системе координат, будет: 

( ) ( ) ( ) .2
21

2
21

2
21 ZZYYXXD −+−+−=      (17) 

Поскольку R(ξ) определяется выражением (13), то, в соответствии с (8), можно 
записать: 
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Координатные поверхности η диполярной системы координат, представляют 
собой эквипотенциальные поверхности поля двух разноименно заряженных шаров. 
Поэтому плоскость, проходящую через ось Z перпендикулярную оси X, можно так же 
рассматривать как эквипотенциальную поверхность, потенциал которой равен нулю. 
Таким образом, эта плоскость может быть представлена как граница раздела двух 
полупространств, которая может быть заменена бесконечно тонкой проводящей 
пластиной. 

Тогда задача расчета проводимости между сферами сводится к определению 
общей проводимости двух полупространств со сферами, соединенными 
последовательно, т.е.: 
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В соответствие с уравнением (6), получим: 
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На основании выражений (19) и (20) производится расчет активного 
сопротивления между всеми сферами и между сферами и пластинами конденсатора на 
основании модели «противопоставлений». 

Используя выражение (19), на основе метода «противопоставлений» можно 
составить систему уравнений для узловых потенциалов, учитывая тот факт, что 
узловой определитель, составленный из коэффициентов системы уравнений (которые 
представляют собой проводимости), симметричен относительно главной диагонали. 

Кроме значений проводимости между шарами для успешного использования 
метода узловых потенциалов необходимо знать значения проводимостей между 
шарами и пластинами. Для нахождения этих проводимостей использовался метод 
«зеркального отображения». Суть метода поясняется на рисунке 3. 
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При просчете проводимости с пластиной на расстоянии а’=а по другую сторону 
пластины имитируется шар О’. Проводимости рассчитываются между шарами О и О’: 

,5,0 ОБGG =  где 0ОБ GGG += . 

 

Рисунок 3 – Определение проводимости между сферой и пластиной 
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=  где F1 – потенциал верхней пластины; F2 – потенциал 

нижней пластины, и, учитывая, что ток I=1A, а при использовании метода узловых 

потенциалов F2 = 0, имеем: .
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3. Заключение 
Расчетное значение электропроводности бетонной смеси напрямую зависит от 

сопротивления образца со сферической структурой. Разработанная аналитическая 
модель электропроводности позволяет произвести расчет активного сопротивления 
между всеми сферами и между сферами и пластинами конденсатора на основании 
модели «противопоставлений». Появляется механизм реализовать тем самым 
аналитический способ контроля процесса структурообразования бетона, 
заключающийся в непрерывном измерении электропроводности бетонной смеси и 
анализе полученных данных, с целью определения кинетики протекающего процесса и 
вмешательства в него для реализации повторного вибрирования. 
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