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Аннотация. Моделирование биологических систем и анализ медико-биологических 
данных является очень сложной задачей для исследователя. Кроме того, биологические сис-
темы зачастую бывает невозможно описать с помощью периодических законов, потому что 
при одинаковых внешних условиях и начальных параметрах они ведут себя непредсказуемо, 
что является одним из признаков хаотических динамических систем. Ф. Такенс показал спо-
соб, с помощью которого теоретически можно проверить наличие «странных аттракторов» в 
фазовом пространстве динамической системы. Дополнительным препятствием служит тот 
факт, что применение данной теоремы существенно ограничено высокой вычислительной 
сложностью. В данной работе не получили подтверждение того, что величины топологиче-
ской энтропии и предельной ёмкости, рассчитанные по теореме Такенса отличаются для раз-
личных видов данных, в том числе и для систем с наличием «странных аттракторов». 
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Abstract. It was modeling biological systems and analysis of medical and biological data is a 

very difficult task for researchers. In addition, biological systems is often impossible to describe 
using the periodic law, because they behave differently under the same environmental conditions, 
and the initial parameters, which is one of the hallmarks of chaotic dynamical systems. F. Takens 
has shown the way in which it is theoretically possible to verify the existence of "strange attractors" 
in the phase space of a dynamical system. It was an additional obstacle is the fact that the use of this 
theorem essentially limited to high computational complexity. In this work we have not received 
confirmation of the fact that the values of the topological entropy and maximum capacity, calcu-
lated according to the Takens theorem are different for different types of data, including systems for 
the presence of "strange attractors". 

Key words: Takens theorem, strange attractor, modeling. 
 
Математическое моделирование био-

логических систем и анализ медико-
биологических данных является очень 
сложной задачей для исследователя [11-18]. 
Это связано с обилием разнообразных фи-
зических процессов, протекающих в живых 
организмах, включая химические процессы 
синтеза и распада, процессы передачи элек-
трических сигналов в нервной системе, 

процессы энергетического обмена и т.д. 
Следовательно, полная и точная модель 
биологической системы будет обладать не-
вероятной сложностью и требовать огром-
ных затрат вычислительных ресурсов для 
расчётов. Кроме того, биологические сис-
темы зачастую бывает невозможно описать 
с помощью периодических законов, потому 
что при одинаковых внешних условиях и 



Галкин В.А. и др. / Сложность. Разум. Постнеклассика. – 2016 – №3 – С. 76-82  77

начальных параметрах они ведут себя по-
разному, что является одним из признаков 
хаотических динамических систем [1-10]. 
Ф. Такенс в [20] показал способ, с помо-
щью которого теоретически можно прове-
рить наличие «странных аттракторов» в фа-
зовом пространстве динамической систе-
мы. Аттрактор – это компактное подмно-
жество фазового пространства динамиче-
ской системы, траектории из некоторой ок-
рестности которого стремятся к нему при 
времени, стремящемуся к бесконечности. 
«Странные» аттракторы, в отличии от 
классических, обладают непериодической 
траекторией, неустойчивым режимом 
функционирования и характеризуются вы-
сокой чувствительностью к начальным ус-
ловиям [19,21]. 

Согласно теореме Ф. Такенса, вре-
менной ряд ሼݔ௜ሽ௜ୀଵஶ  может быть представлен 
гладкой детерминированной моделью, если 
୪୬ ஼೙,ഄ
௡

 равномерно ограничена при ݊ ՜ ∞. 
Для такого ряда может быть рассчитана то-
пологическая энтропия 

ܪ ൌ ݈݅݉
ఌ՜଴

൬ ݈݅݉
௡՜ஶ

݌ݑݏ ൬
௡,ఌܥ݈݊
݊ ൰൰ (1)

и предельная ёмкость 
ܦ ൌ ݈݅݉௡՜ஶ ቀ݈݅݉ఌ՜଴ ݂݅݊  ቀ

௟௡஼೙,ഄ
ି ௟௡ ఌ

ቁቁ, (2)
где ܥ௡,ఌ – число элементов множества 
௡,ఌܬ ؿ ଴ܰ. ܬ௡,ఌ определено следующим обра-
зом: 0 א ,௡,ఌܬ ݅ ൐ 0, ݅ א  ௡,ఌ,  для всехܬ
0 ൑ ݆ ൑ ݅, ݆ א ௜ݔ൫หݔܽ݉ ,௡,ఌܬ െ ,௝หݔ หݔ௜ାଵ െ
,|௝ାଵݔ . . . , หݔ௜ା௡ െ ௝ା௡ห൯ݔ ൒  . ߝ

Можно говорить о наличии «стран-
ных аттракторов» в ሼݔ௜ሽ, если топологиче-
ская энтропия ሼݔ௜ሽ положительна, а пре-
дельная ёмкость стремится к нецелому зна-
чению. 

Для расчёта энтропии и предельной 
ёмкости конечной последовательности 
данных ሼݔ௜ሽ௜ୀଵே  Такенс предлагает посту-
пать следующим образом: 

1) для всех ݊ ൅݉ ൑ ܰ множества 
௡,ఌ,௠ܬ ؿ ଴ܰ определить так: 

0 א ,௡,ఌ,௠ܬ ݅ ൐ 0,  (3) 
2) ݅ א -௡,ఌ,௠, если одновременно выܬ

полняются:     
a) ݅ ൑ ݉ и 
b) для всех 

 ݆ ൏ ݅, ݆ א ௜ା௞ݔ଴ஸ௞ஸ௡หݔܽ݉,௡,ఌ,௠ܬ െ ௝ା௞หݔ ൒  ,ߝ
используя при расчётах предельной ёмкости 
и энтропии ܥ௡,ఌ,௠ – число элементов множе-
ства ܬ௡,ఌ,௠ – как аппроксимацию ܥ௡,ఌ [1]. 

На основе данной теоремы была раз-
работана схема расчёта. 
 

 
 

Рис. 2. Алгоритм заполнения множеств ܬ௡,ఌ,௠ 

 
Рис.1. Схема расчёта 
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Для проверки данного предположения 
в качестве исходных данных было выбрано 
классическое решение системы Лоренца (4) 
с параметрами σ = 10, ρ = 28 и β = 8/3. 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ௗ௫
ௗ௧
ൌ ݕሺߪ െ        ሻݔ

ௗ௬
ௗ௧
ൌ ߩሺݔ െ ሻݖ െ ݕ

ௗ௭
ௗ௧
ൌ ݕݔ െ          ݖߚ

       (4) 

По результатам расчётов (табл. 2, рис. 
6) можно видеть, что значения топологиче-
ской энтропии для решения системы Ло-
ренца практически не отличаются от соот-
ветствующих значений для прочих тесто-
вых данных. 

Ф. Такенс в [1] после доказательства 
своей теоремы приводит важное указание 
на то, каким образом нужно производить 

Рис. 5. Графики заполнения множеств Jn,ε,m и результаты расчёта  
для решения системы Лоренца 
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расчёты для конечных последовательно-
стей данных (3), при этом отмечая, что 
-௡,ఌ,௠ можно использовать как аппроксиܥ
мацию ܥ௡,ఌ при условии что разница между 
величинами ܥ௡,ఌ,௠ и ܥ௡,ఌ,೘మ

 должна быть не-
существенной, а именно порядка 1-2%. Тем 
не менее, нам при расчётах не удалось по-
лучить характер заполнения множеств 
-௡,ఌ,௠ отличный от линейного при достаܬ
точно малых ε (рис. 5). 

Дополнительным препятствием слу-
жит тот факт, что применение данной тео-
ремы существенно ограничено высокой 
вычислительной сложностью. Оценка вы-
числительной сложности используемого 
алгоритма заполнения множеств ܬ௡,ఌ,௠ со-
ставляет ܱሺܰସሻ, этим обусловлен очень бы-
стрый рост времени расчёта в зависимости 
от объёма выборки исходных данных. 

 
 
 

 
Таблица 2

 
Результаты расчёта для решения системы 

Лоренца 
 

Пара-
метры 

N=100 
ε=0,01 

N=100
ε=0,00

1
N=200 
ε=0,01 

N=500 
ε=0,01 

N=100
0 

ε=0,01
Реше-
ние 
систе-
мы 
Ло-
ренца

H=0,0
4631 

D=0,9
9561 

H=0,0
4652 

D=0,6
6667 

H=0,0
2657 

D=1,1
4833 

H=0,0
1245 

D=1,3
4861 

H=0,0
0693 

D=1,4
9957 

 
Таким образом, в данной работе мы 

не получили подтверждение того, что вели-
чины топологической энтропии и предель-
ной ёмкости, рассчитанные по теореме Та-
кенса отличаются для систем с наличием 
или отсутствием «странных аттракторов».  
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