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                               Введение
     Термин «задачный подход» в современных педагогических исследованиях применяется в разных смыслах. В самом общем смысле – весь процесс познания есть процесс получения ответов на те или иные вопросы,  «непрекращающийся процесс постановки и разрешения все новых и новых задач»  [1, с. 165]. 

     Говоря об учебных задачах, Г.А. Балл называет задачным подходом систему учебных задач, «решение которых должно обеспечить овладение требуемыми знаниями и умениями, способствовать умственному и, шире, личностному развитию учащихся» [2, с. 161]. 
      Как считает В.В. Гузеев, в процессе реализации задачного подхода «основным и преобладающим элементом работы ученика является решение задач, т.е. освоение деятельности. Фактические (предметные) знания становятся следствием работы над задачами, организованными в целесообразную и эффективную систему» [3].

      Итак, по мнению цитируемых и других авторов, реализация задачного подхода - это работа над системой учебных задач, направленная на овладение учащимися знаниями, умениями, универсальными способами действий и способствующая умственному и личностному их развитию. Такая работа позволяет педагогу представлять учащимся учебную информацию в адекватном для восприятия и запоминания виде, давать целостное описание предмета изучения, применять как  индуктивный, так и дедуктивный методы организации учебной деятельности.
      Резюмируя вышеуказанные и другие исследования, можно в общих чертах понятие задачи охарактеризовать следующим образом:
-задача есть  сложная информационная система, часть компонентов которой чётко определена, а оставшиеся – подлежат определению;
-задача есть универсальное средство организации учебной деятельности; именно через задачу может моделироваться контекст познания как условие актуализации личностного плана учебной деятельности;
-важнейшая характеристика задачи как ведущего способа мышления состоит в ее проблемности; задача – это проблема, прошедшая стадию вербализации и нашедшая реальное выражение; результатом решения задачи является нахождение какого-то знания, способа деятельности, модели;
-по мере возрастания сложности задачи в большей степени мобилизуется ориентировочная основа деятельности в процессе ее решения, воспитываются личностно-волевые качества обучающихся:
-задача в учебном процессе выступает особой формой предъявления информации и средством осуществления этого процесса и развития обучающихся; через решение задач происходит организация управления мыслительной деятельностью и развитием учащихся; решение учебных задач представляет собой единство алгоритмических и эвристических процессов;
-мотивация математической деятельности возникает при решении лишь тех задач, в которых учащийся  находит какой-либо личностный смысл; в первую очередь это относится к задачам, возникающим в контексте практической, конструктивно-творческой или игровой деятельности;

-задача должна быть связана с жизненным опытом учащегося при этом должна быть обнаружена недостаточность этого опыта для решения задачи, чем и мотивируется необходимость приобретения соответствующих новых знаний и умений.

      Задачный подход является своего рода ответом на вопрос: «Какова технология реализации системно-деятельностный подхода как средства достижения результатов, предписанных Федеральным государственным образовательным стандартом общего образования?» 
      Основные нормативные документы по реализации системно-деятельностного подхода, а также современные взгляды на концепцию задачного подхода представлена в источниках  [1]-[7].

      Концептуальные положения теории систем и системного подхода можно найти в работах [8]-[15].

      В источниках [16]-[24]  намечены конкретные пути    реализации задачного подхода при изучении математики и приведён соответствующий задачный материал.

      В настоящей монографии предлагается  развитие некоторых положений и идей работы [25].
      В первой главе выдвинуто положение о том, что основным средством  реализации требований ФГОС общего образования к предметным, метапредметным и личностным результатам обучения является системно-деятельностный подход. В этой связи введено понятие практико-ориентированной образовательной среды и данная среда охарактеризована как система; выделены основные её подсистемы. Анализируются виды деятельности, обеспечивающие успешную реализацию  системно-деятельностного подхода и достижение названных результатов в области обучения математике. Такие виды деятельности мы объединяем  категорией «задачный подход». Приведены требования к задачному материалу и введено понятие практико-ориентированных задач. Отмечено, что важнейшей их функцией является формирование познавательной мотивации учащихся. Отмечено, что каждая практическая или прикладная задача, решаемая средствами математики, сопровождается переводом ее условия на математический язык с последующим использованием понятий, фактов и методов математической науки. В этой связи вводятся основные понятия и обсуждаются этапы процесса  математического моделирования.

         Вторая глава посвящена простейшим математическим моделям, в роли которых выступают элементарные функции и уравнения. Например, в качестве одной из стандартных схем построения  оператора модели является использование закона линейной зависимости.  Такая зависимость имеет место в задачах на темы «Движение»,  «Работа» «Смеси, сплавы».  Процесс математического моделирования демонстрируется также на примере задач на проценты и задач максимизации и минимизации.

       В третьей главе приведены основные понятия теории алгоритмов, требования к алгоритмам и формы их представления. Обсуждаются понятия алгоритмически разрешимых и неразрешимых задач. В связи с  проблемой разрешимости рассматриваются диофантовы уравнения, а именно, наряду с фактом их неразрешимости в общем случае изучаются подклассы алгоритмически  разрешимых уравнений. Вводится понятие эффективных решений, и данное понятие интерпретируется на примере алгебраических уравнений 
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). Третья глава содержит также обширный задачный материал, который может быть полезен педагогам-практикам.

       В главе 4 предложены концепции процессов алгоритмизации и редуцирования. Алгоритмизация  связана с  этапом решения задачи, состоящем в нахождении (по результатам анализа условия) алгоритма ее решения. Редуцирование есть сведение задачи к стандартной, либо к последовательности таких задач. Оба процесса моделируются в терминах нечёткой логики. В этой связи вводится понятие задачи, ассоциированной с классом стандартных (алгоритмически разрешимых) задач. Процессы поиска алгоритма решения и редукции иллюстрируются примерами задач с параметрами.
      В условиях практико-ориентированной образовательной среды к важнейшим метапредметным результатам изучения курса математики относятся прогностические умения. Они формируются средствами  стохастической линии. Соответствующему кругу вопросов посвящена глава 5. Предлагается одна из схем прогнозирования, в основе которой лежит свойство устойчивости относительной частоты случайного события.

Излагаются также комбинаторные принципы и алгоритмы решения задач на нахождение вероятностей случайных событий. Предложен обширный задачный материал.
Глава 1. ПРАКТИКО-ОРИЕНТИРОВАННАЯ ОБРАЗОВАТЕЛЬНАЯ СРЕДА. ЗАДАЧНЫЙ ПОДХОД
1. Практико-ориентированная образовательная среда

       1.1. Образовательная среда может быть охарактеризована как специально организованная среда, направленная на приобретение субъектом образовательного процесса определённых знаний и умений, отвечающих требованиям Федерального государственного стандарта к предметным, общепредметным, метапредметным и личностным результатам обучения. С точки зрения системного подхода образовательная среда может быть рассмотрена как система, взаимодействуя с которой обучающийся проявляет активный характер познания. В качестве соответствующих подсистем выделим следующие блоки: ценностно-целевой, программно–методический, информационно - знаниевый, коммуникационный, технологический.

Ценностно-целевой блок включает совокупность целей и ценностей образования, которые могут быть значимы для формирования и развития творческой и активной личности.

Программно-методический блок содержит всю необходимую информацию относительно возможных стратегий, форм и программ подготовки.

Информационно-знаниевый блок включает систему знаний и умений школьника, составляющих основу его учебной деятельности, а также определяющие свойства познавательной деятельности, влияющие на ее эффективность.
Коммуникационный блок включает формы взаимодействия между участниками педагогического процесса.

Технологический блок в узком смысле  включает средства обучения, используемые в обучающей среде, включая современные информационные технологии. В широком смысле технология обучения – способ реализации целей обучения, совокупность форм, методов и средств обучения.
Содержание обучения - это категория, обозначающая требования к конечному результату учебной деятельности к моменту завершения обучения в учебных заведениях, выраженная в системе знаний, умений и навыков, сформированности личных качеств. Эти требования задаются обществом, зависят от уровня его развития и изменяются с развитием науки, культуры, производства и общества. В свернутом виде они выражены в форме нормативных документов, задающих «вектор» результатов обучения; в более развернутом - в виде моделей подготовки учащегося.

       В качестве содержания обучения выступает учебная информация и комплекс задач, заданий, упражнений, обеспечивающих в совокупности потенциальные возможности усвоения определенной системы умений и навыков, формирования мировоззрения, гражданственных и профессионально-значимых личных качеств. 

1.2. Практико-ориентированная образовательная среда – среда, в которой целевой блок предусматривает практическую направленность приобретаемых обучающимся знаний и умений, готовность использовать их в новых, внеучебных ситуациях. Соответствующим образом должен быть построен программно-методический блок, коммуникации должны быть реализуемы не только в рамках учебной, но и практической деятельности. Что касается технологий обучения, то в условиях практико-ориентированной образовательной среды на первое место выходят приёмы анализа ситуаций, выстраивания плана действий (алгоритма), редукции (сведения новой задачи к известной или совокупности известных задач) и последующего осуществления (синтеза) решения; другими словами -  технологические приёмы, характерные для математической деятельности.  
2.Системно-деятельностный подход 

и образовательные стандарты
       2.1. Анализируя требования Федерального государственного образовательного стандарта (далее – ФГОС, [1]) общего образования к личностным, метапредметным и предметным результатам освоения курса математики, в качестве основного средства  реализации требований мы усматриваем системно-деятельностный подход. Данный вывод подтверждается также положениями Концепции развития Российского математического образования (далее, Концепция, [2]). Так, Концепция утверждает, что «…изучение и преподавание математики, с одной стороны, обеспечивают готовность учащихся к применению математики в других областях, с другой стороны, имеют системообразующую функцию, существенно влияют на интеллектуальную готовность школьников и студентов к обучению, а также на содержание и преподавание других предметов». Концепция провозглашает необходимость обеспечения

- широкого спектра математической активности обучающихся;

- возможности достижения уровня их математических знаний и умений, необходимого для дальнейшей успешной жизни в обществе,  продолжения образования в различных направлениях и для практической деятельности.

      Сущность системно-деятельностного подхода состоит в том, что обучающийся должен стать активным субъектом образовательного процесса; иными словами этот процесс является совместной деятельностью ученика и педагога. 

        2.1. Цели и результаты. Цель системно-деятельностного подхода в обучении состоит в  развитии мотивации к обучению и формирование навыков самообразования в условиях практико-ориентированной образовательной среды. Результатом являются способности обучающегося:

- чётко формулировать цели любой деятельности;

- решать учебные, производственные, жизненные задачи;

- осознавать и нести ответственность за результат своих действий.

     Системно-деятельностный подход  является ведущим средством решения поставленных ФГОС задач;  

-развития и воспитания личности в соответствии с требованиями современного информационного сообщества; 

-развития у школьников способности самостоятельно получать и обрабатывать информацию по учебным вопросам;

- развития коммуникативных навыков у обучающихся.

      Подход ориентирован на включение учащихся в такую деятельность, когда они самостоятельно будут осуществлять алгоритм действий, направленных на получение знаний и решение поставленных перед ними учебных и практических задач.
     2.2.    Основными принципами системно-деятельностного подхода  являются принципы деятельности, системности,  минимакса, психологического комфорта и творчества. 

     Принцип деятельности состоит в создании условий, при которых  учащиеся не просто получают готовую информацию, а сами добывают ее, пользуясь разнообразными источниками информации, и применяют  ее на практике. 

     Смысл принципа системности состоит в целостности, полноте, комплексности, связности  получаемой  школьником информации. В частности, его реализация возможна на основе метода межпредметности, практической ориентированности получаемого знания; систематизация получаемой информации возможна средствами составления схем, таблиц, графиков, диаграмм и др. 

      Согласно принципу минимакса учащемуся должны быть обеспечены максимальные возможности для усвоения им учебного материала не менее, чем на  минимальном уровне, предписанным нормативными документами. 

      Принцип психологического комфорта состоит в создании педагогом  обстановки сотрудничества на уроке и «ситуации успеха» для каждого обучающегося индивидуально.

     Принципы творчества состоит в стимулировании поиска нестандартных решений, в обеспечении учащимся  возможностей собственной творческой деятельности. 

       2.3. Результаты применения системно-деятельностного подхода в обучении математике можно разделить на 3 группы: личностные, метапредметные и предметные. 
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      Возникает вопрос  о видах деятельности, обеспечивающих успешную реализацию  системно-деятельностного подхода и достижение названных результатов в области обучения математике. Нам представляется, что такими видами   являются: 
- постановка задач, приводящей к новым для учащегося понятиям и фактам;

- проектирование способов, схем и алгоритмов их решения;

-применение методов и приёмов, направленные на активизацию познавательной деятельности учащихся в процессе решения поставленных задач;

- организация сотрудничества между учащимися  и индивидуальной работы каждого из них (формирование коммуникативных умений); 

- формулировка выводов, гипотез, обобщений и рефлексия деятельности:  самостоятельная  оценка учащимися результатов своей работы, подведение её итогов; 

-межпредметная и практическая ориентированность знаний и умений, что достигается постановкой практических задач из реальной жизни, задач  на стыке предметов. 

      Перечисленные  виды деятельности  могут быть объединены  категорией «задачный подход». 

         2.4. Задачный подход есть специально организованное  и систематически осуществляемое обучение в виде разрешения разнообразных учебных задач.  Сформулируем те положения задачного подхода, которые представляются нам  наиболее важными с точки зрения принципов системности и деятельности:

-введение новых понятий предваряется постановкой некоторой задачи;

-новое знание формируется в процессе решения задачи;

- результатом решения является «выход» в сферу применений нового знания как в самой предметной области «Математика», так и в смежных дисциплинах, а также в практической деятельности;

- решённая задача порождает серию новых задач (данный результат мы именуем «принципом снежного кома»), что способствует расширению и углублению сформированного знания, усилению мотивации математической деятельности, формированию способностей к обобщению и систематизации результатов.

       Задачный подход является альтернативой традиционному знаниевому подходу, когда необходимый объём знаний передаётся в готовом виде, так что учащемуся  остаётся лишь осознать и запомнить полученный объём информации; здесь  «единицей обученности» выступает некоторая единица информации. В то же время результат задачного подхода измеряется в таких единицах обученности, как интеллектуальное умение, способность давать ответы на соответствующие вопросы, применять   усвоенные способы деятельности в новых условиях. 

      3.Общие требования к системе задач 
    в контексте задачного подхода
      3.1. Система таких требований хорошо известна ([2], [3], [6], [7]. Они основаны на том, что подходы к решению практико-ориентированных, прикладных и профессиональных задач во многом сходны с общими идеями решения задач математических. От эффективности применения задач в обучении математике во многом зависит и степень подготовленности школьников к практической деятельности в любой сфере производства, народного хозяйства и культуры. Решая математические задачи, представленные в продуманной системе, учащиеся не только активно овладевают содержанием курса математики, но и приобретают умения мыслить творчески. Это проявляется, например, в умении изменить условие задачи с целью применить тот или иной метод, приём, в умении изобретать новые приёмы для решения задач; в умении выделять и накапливать потенциально полезную информацию, конструировать на базе данной задачи новые; в умении осуществлять самоконтроль, исследовать результат решения.

      Задачный подход к обучению предполагает выполнение следующих требований к системе рассматриваемых задач [3].
1) Полнота. Задачи должны охватывать все изучаемые понятия, факты и их следствия.

2) Наличие ключевых задач. Задачи должны быть сгруппированы в «в узлы вокруг объединяющих центров» – задач, в которых рассматриваются факты или способы деятельности, лежащие в основе решения других задач и имеющие принципиальное значение для усвоения предметного содержания.

3) Связность. Вся совокупность задач может быть представлена смоделирована в форме  связного графа, в узлах которого – ключевые задачи. Предполагается движение по графу  от задач подготовительных к ключевым и далее –от ключевых задач  –к следствиям и обобщениям.
4) Возрастание трудности на каждом уровне. Система задач состоит из трёх подсистем, соответствующих минимальному, общему и продвинутому уровням планируемых результатов обучения. В каждой из подсистем трудность задач непрерывно нарастает.

     Представим схематически систему требований  1)-4):
подсистема задач минимального уровня 
[image: image6.wmf]«

подготовительные 
задачи+простейшие ключевые задачи
                                                                                  
[image: image7.wmf]¯

          

                       подсистема задач общего уровня 
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           подсистема задач продвинутого уровня
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задачи-следствия, задачи-обобщения, задачи на «перенос» знаний и умений в новые ситуации
5) Целевая ориентация и целевая достаточность. Для каждой задачи определено её место и назначение; объём задачного материала достаточен для закрепления методов решения, задач для групповых и индивидуальных заданий разной направленности, задач для самостоятельной (в том числе и исследовательской) деятельности учащихся, задач для текущего и  итогового контроля.

6) Гибкость. Гибкость и психологическая комфортность задачного подхода выражается в обеспечении возможности приспособления содержания обучения и путей его усвоения к индивидуальным потребностям обучаемых, с учётом индивидуального темпа усвоения каждого из них, индивидуальной траектории обучения. Система задач должна учитывать наличие разных темпераментов, типов мышления, видов памяти;  дидактический материал должен быть разнообразен по содержанию, форме и объёму.

       3.2. Особое место в задачном материале мы отводим    практико-ориентированным задачам. Речь идет о задачах, каждая из которых   
-имеет сюжет, отражающий некоторую практическую ситуацию;

-допускает математическую формализацию (переформулирование в математических терминах);

-решается  (в формализованном виде) математическими средствами;

-допускает интерпретацию полученного решения, дающую ответ на изначально поставленный вопрос. 

       Практико-ориентированная математическая подготовка направлена использование математики в решении широкого круга проблем, возникающих в реальном мире за пределами образовательного процесса. Практико-ориентированные задачи призваны выполнять следующие важные функции:

-обеспечение познавательной мотивации учащихся;

-формирование системы межпредметных знаний и умений;

-  приобретение опыта использования результатов теоретического исследования в практической деятельности.

4.Задачный подход и мотивация 
математической деятельности

      4.1.  Понятие мотивации послужило предметом исследования многих авторов (см. напр., [2], [7] и библиографию в них). Общим для различных подходов является рассмотрение мотивации как   побуждения к деятельности; оно может быть привнесено извне или  являться самопобуждением. Ясно, что максимальный эффект в формировании мотивации достигается, когда внешние и внутренние мотивы совпадают. Если говорить о мотивации к математической деятельности, то она  выполняет следующие важные функции: направляет и организует эту деятельность, придает ей личностный смысл и значимость. Однако мотивационное влияние может оказывать лишь такой учебный материал, информационное содержание которого соответствует наличным и вновь возникающим потребностям учащегося. Поскольку основным видом математической деятельности школьников является решение задач, то именно задачный подход мы рассматриваем в качестве главного средства формирования и развития соответствующей мотивации.

        4.2. Задачный подход развивает логическое мышление, понуждает учащегося к активному поиску правильных решений, самостоятельной добыче новых знаний. При этом существенно обогащается  рефлексивный компонент математической деятельности: осознание субъектом образования своих результатов, критическая самооценка, укрепляется уверенность в себе, в своих возможностях («я могу!»), формируется настойчивость в движении к поставленной цели, аккуратность и сосредоточенность. 

5.Актуальные положения ФГОС 
и Концепции развития математического образования

      5.1. Наибольший потенциал для роста мотивации учащихся к математической деятельности заложен в решении прикладных и практико-ориентированных задач. Мотив рождается как следствие осознания учащимися возможностей математической науки в описании,  исследовании, прогнозировании характера происходящих процессов и явлений, приобретения представлений о широком спектре применений математических знаний и умений. Эта же мысль согласуется с положениями ФГОС общего образования (основная и старшая школа), согласно которым  в процессе освоения предметной области «Математика» у учащегося должно сформироваться представление о математике «как части общечеловеческой культуры, универсальном языке науки, позволяющем описывать и изучать реальные процессы и явления» [4]. 

       Аналогичные ориентиры обозначены и в Концепции развития Российского математического образования  [5]: «…изучение и преподавание математики, с одной стороны, обеспечивают готовность учащихся к применению математики в других областях, с другой стороны, имеют системообразующую функцию, существенно влияют на интеллектуальную готовность школьников и студентов к обучению, а также на содержание и преподавание других предметов».

      5.2. В следующей таблице основные задачи, поставленные ФГОС и Концепцией, систематизированы в соответствии с уровнями образования. 
	№
	Уровни  образования
	Задачи в контексте Концепции 
	Результаты освоения ООП (предметная область-математика) в соответствии с требованиями  ФГОС

	1
	Дошкольное

образование
	Обеспечить условия (предметно-пространственную и информационную среду, образовательные ситуации, средства педагогической поддержки ребенка) для освоения воспитанниками форм деятельности, первичных математических представлений и образов, используемых в жизни.
	Содержание образовательной Программы дошкольного образования должно охватывать определенные направления развития и образования детей, в том числе:

-социально-коммуникативное развитие;

-познавательное развитие.

К предметным результатам здесь можно отнести формирование представлений о свойствах и отношениях объектов окружающего мира (форме, размере, количестве, числе, части и целом, пространстве и времени и др.) 

К метапредметным результатам здесь можно отнести:

-формирование познавательных действий, становление сознания; развитие воображения и творческой активности;

- формирование умений определять способы действий в рамках предложенных условий и требований (формируется, в основном,  в игровых ситуациях).
К личностным результатам здесь можно отнести:

-развитие познавательной мотивации; 

-развитие коммуникативных умений (общение и взаимодействие со взрослыми и сверстниками);

-формирование системы отношений ребенка к миру, к другим людям, к себе самому.

	2
	Начальное общее

образование
	Обеспечить широкий спектр математической активности (занятий) обучающихся как на уроках, так и во внеурочной деятельности (прежде всего решение логических и арифметических задач, построение алгоритмов в визуальной и игровой среде), материальные, информационные и кадровые условия для развития обучающихся средствами математики.
	Основные предметные результаты:
- использование начальных математических знаний для описания и объяснения окружающих предметов, процессов, явлений, а также оценки их количественных и пространственных отношений;

-овладение основами логического и алгоритмического мышления, пространственного воображения и математической речи, измерения, …наглядного представления данных и процессов, записи и выполнения алгоритмов;

-приобретение начального опыта применения математических знаний для решения учебно-познавательных и учебно-практических задач;

 -умение выполнять устно и письменно арифметические действия с числами и числовыми выражениями, решать текстовые задачи, умение действовать в соответствии с алгоритмом и строить простейшие алгоритмы, исследовать, распознавать и изображать геометрические фигуры,…представлять, анализировать и интерпретировать данные;
Метапредметные результаты:

- овладение способностью принимать и сохранять цели и задачи учебной деятельности, поиска средств ее осуществления; 

- освоение способов решения проблем творческого и поискового характера;

- формирование умения планировать, контролировать и оценивать учебные действия в соответствии с поставленной задачей и условиями ее реализации; определять наиболее эффективные способы достижения результата;

-  использование знаково-символических средств представления информации для создания моделей изучаемых объектов и процессов, схем решения учебных и практических задач; 

-активное использовани средств ИКТ для решения коммуникативных и познавательных задач; 

-  использование различных способов поиска сбора, обработки, анализа, организации, передачи и интерпретации информации 

-овладение логическими действиями сравнения, анализа, синтеза, обобщения, 

-овладение базовыми предметными и межпредметными понятиями, отражающими существенные связи и отношения между объектами и процессами;

-умение работать в материальной и информационной среде начального общего образования (в том числе с учебными моделями) в соответствии с содержанием конкретного учебного предмета.
Личностные результаты:
- формирование целостного, социально ориентированного взгляда на мир; 

- овладение начальными навыками адаптации в динамично изменяющемся и развивающемся мире; 

-развитие мотивов учебной деятельности и формирование личностного смысла учения; 

-развитие навыков сотрудничества со взрослыми и сверстниками.

	3
	Основное общее и среднее общее образование
	Предоставлять каждому обучающемуся возможность достижения уровня  математических знаний, необходимого для дальнейшей успешной жизни в обществе;
- обеспечивать математическую подготовку выпускников, достаточную для продолжения образования в различных направлениях и для практической деятельности;

 -достижение необходимого уровня математического образования должно поддерживаться индивидуализацией обучения, использованием электронного обучения и дистанционных образовательных технологий;

- возможность достижения высокого уровня подготовки должна быть обеспечена развитием системы  специализированных 

общеобразовательных организаций и специализированных классов, системы дополнительного образования детей в области математики, системы математических соревнований (олимпиад и др.).
	Основные предметные результаты:

- формирование представлений о математике как о методе познания действительности, позволяющем описывать и изучать реальные процессы и явления;

-овладение символьным языком, понятийным аппаратом и методами алгебры, геометрии, анализа;

-овладение простейшими способами представления и анализа статистических данных; формирование представлений о статистических закономерностях в реальном мире и о различных способах их изучения, о простейших вероятностных моделях; 

- развитие умений применять изученные понятия, результаты, методы для решения задач практического характера и задач из смежных дисциплин;
- формирование информационной и алгоритмической культуры.
Метапредметные результаты:

-умение самостоятельно определять цели своего обучения, ставить и формулировать для себя новые задачи в учёбе и познавательной деятельности, развивать мотивы и интересы своей познавательной деятельности; 
- умение …осознанно выбирать наиболее эффективные способы решения учебных и познавательных задач;
- умение соотносить свои действия с планируемыми результатами, осуществлять контроль своей деятельности в процессе достижения результата, определять способы действий в рамках предложенных условий и требований, корректировать свои действия в соответствии с изменяющейся ситуацией; 
- умение оценивать правильность выполнения учебной задачи, собственные возможности её решения;
- владение основами самоконтроля, самооценки, принятия решений и осуществления осознанного выбора в учебной и познавательной деятельности; 
- умение определять понятия, создавать обобщения, устанавливать аналогии, классифицировать, самостоятельно выбирать основания и критерии для классификации, устанавливать причинно-следственные связи, строить логическое рассуждение, умозаключение (индуктивное, дедуктивное и по аналогии) и делать выводы;

- умение создавать, применять и преобразовывать знаки и символы, модели и схемы для решения учебных и познавательных задач.
Личностные результаты:
- формирование ответственного отношения к учению, готовности и способности обучающихся к саморазвитию и самообразованию на основе мотивации к обучению и познанию, осознанному выбору и построению дальнейшей индивидуальной траектории образования на базе ориентировки в мире профессий и профессиональных предпочтений; 
- формирование целостного мировоззрения, соответствующего современному уровню развития науки и общественной практики;

- формирование коммуникативной компетентности в общении и сотрудничестве… в процессе образовательной, …учебно-исследовательской, творческой и других видов деятельности.


      5.3. В связи с задачами, поставленными ФГОС и Концепцией, многими ведущими математиками  (А.Н.Колмогоров, Б.В. Гнеденко и др.). высказывалась следующая точка зрения. Если всякий раз постановку проблемы предварять какой-либо прикладной задачей, то в этом  случае у учащегося не возникнет представления об оторванности математики от практической деятельности человека. 

      Так, например,  проблему нахождения длины окружности может предварить следующая задача: какое расстояние проехал мотоциклист, обогнув замкнутую круговую трассу с известным радиусом круга ? 

        Каждая практическая или прикладная задача, решаемая средствами математики, сопровождается переводом ее условия на математический язык и последующим использованием понятий, фактов и методов математической науки. Указанный процесс является ничем иным, как процессом математического моделирования.

6.Математические модели

      6.1. Понятие модели на интуитивном уровне. С понятием модели и целями моделирования учащемуся на доступном уровне целесообразно познакомиться уже в курсе основной школы. Модель в его представлении должна ассоцииро ваться с неким образом реального объекта или процесса, моделирование – это путешествие в сказочную страну «Математика», где живут символы, формулы, графики, геометрические фигуры и др.,  в  которые волшебным образом превратились предметы, взаимоотношения, действия, существующие в реальном мире. При этом задача учащегося  выполнить какие-либо действия и «разгадать», что кроется за итоговой формулой, тем или иным результатом,  словом –  восстановить цепочку подлинных событий и фактов.
      Ознакомление с «миром моделей» на более строгом уровне возможно в старшей школе. 

     6.2. Основные этапы математического моделирования.  Математическую модель будем рассматривать как образ оригинала, выраженный с помощью математических символов (математическим языком) и позволяющий  свойства объекта-прообраза, его параметры, внутренние и внешние связи описать в количественной форме, с помощью логико-математических конструкций ([4]). 

       Другими словами, прикладная задача "переводится" на формальный математический язык, и решается средствами же математики; следствия, выведенные из модели на языке математики, интерпретируются затем на языке, принятом в данной предметной области. Учащиеся должны четко представлять и уметь реализовывать (на доступном им уровне) три основные этапа процесса математического моделирования: 

1.Содержательная модель (описание ситуации, процесса в терминах исходной предметной области). Формализация модели (формулировка математической задачи).

2.Исследование модели средствами математики (решение математической задачи).

3.Интерпретация модели: выводы в терминах исходной предметной области. Именно на этапе  возвращения к исходной предметной области мы получаем требуемую информацию об исходном процессе (явлении), которую мы не могли получить другими средствами. В частности, если речь идет о процессе, то возникает возможность

- определить   состояние процесса в определенные моменты времени, промежуточные между теми, в которые это состояние уже было известно;

- прогнозировать состояние процесса за рамками данного временного интервала. 

        Первая возможность называется интерполяцией, вторая – экстраполяцией.

       Приведем следующий простой пример реализации трехэтапного процесса моделирования.

        Задача 1. Я решил «прикольным образом»  покрасить пол в моей комнате в два разных цвета, разделив его по диагонали. Хватит ли мне литровой банки зеленой краски на половину комнаты, если размеры комнаты таковы: длина  5 м, ширина 3 м.,  а расход краски составляет 1 л. на 10 м2 .           

       Решение. 

1. Содержательная модель: общий расход краски прямо пропорционален площади окрашиваемой поверхности, то есть надо найти площадь половины комнаты, перемножить с расходом краски  на 1 м2, и сравнить результат с 1 литром (количество краски в банке).

      Формализация задачи: 
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л.  – расход краски на 1 м2  , 
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– площадь комнаты (подлежит нахождению); 
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- общий расход краски (требуется по условию задачи).

2. Математическая модель:
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  найдена как половина площади прямоугольника, 
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       Итак, получена математическая постановка задачи: провести вычисления по формуле 
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3. Интерпретация модели в данном случае состоит из сравнения результата с 1 литром: имеем 
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, то есть краски хватит, и еще четверть банки останется.

      6.3. Схема представления модели. В формализованном виде модель представляется следующей общей схемой  :  X
[image: image23.wmf]®
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Y. Здесь  X – вектор входных 
[image: image25.wmf] переменных, Y –  вектор выходных переменных (исходы модели); W  –  так называемый оператор модели, обеспечивающий преобразование информации  (X преобразуется в Y) в соответствие с задачей, решаемой на модели.

       Следует подчеркнуть, что поиск оператора модели часто есть составная часть процесса моделирования. При этом  возможны  случаи «черного ящика» –  оператор модели полностью неизвестен, и «серого ящика» –  при известной структуре оператора неизвестны значения параметров.

        Задача 2. Известно, что в условиях данного опыта температура нагревающейся жидкости растет по линейному закону. В начальный момент температура была равна 20
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 С, а через 40 секунд она поднялась до 25
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. Определить, какая температура жидкости была через 25 секунды с момента начала нагрева.

        Данная задача относится к числу интерполяционных: найти промежуточное состояние процесса. Если считать , что вектор X входных переменных имеет компонентами заданные моменты времени 

Х={0, 25, 40}, а  Y={20, у, 24}– вектор выходных переменных, т.е. наблюдаемых «на выходе» температур, то нахождению подлежит значение у=у(25). При этом, по условию задачи,  оператор модели W имеет линейную структуру  
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, т.е. представляет собою «серый ящик». Нахождению подлежат значения параметров 
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       Итак, оператор модели  
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      6.4. Детерминированные и стохастические модели. Среди моделей, изучаемых в школьном курсе мы выделяем

1)  детерминированные модели; здесь исследователь исходит из предположения отсутствия всяких случайных воздействий; элементы модели (переменные, математические связи) достаточно точно установлены, поведение объекта или процесса можно точно определить. Используемый математический аппарат –  алгебра, геометрия, математический анализ:

2) стохастические модели, которые  описывают случайный характер процессов в исследуемых объектах и системах; используемый математический аппарат – теория вероятностей, математическая  статистика, теория случайных процессов. 

       Пример детерминированной модели (задача оптимизации). На двух заводах за 
[image: image37.wmf]2
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 часов   производится, соответственно,  2t единиц    и     5t  единиц продукции. Заказ на 580 единиц продукции надо распределить между этими заводами так, чтобы уплатить минимум зарплаты работникам. Каков будет объем выплаченной при этом зарплаты, если за 1 час работы на каждом заводе выплачивается зарплата 500 руб.?

       Обсуждение. По видимому, работодателю выгоднее большую часть заказа передать второму заводу, на котором, судя по условию задачи, производительность труда намного выше. Следовательно, время выполнения заказа на каждом заводе будет различаться.

       Формализация модели. Пусть первый завод работает 
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 часов и производит при этом 2х единиц продукции, тогда как за 
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 часов на втором заводе производится 5у единиц продукции.

Следовательно,                                 
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При этом будет выплачена зарплата  
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. Требуется, таким образом определить наименьшее значение функции U при условии (1). 

       Решение «внутри модели». Перейдем к рассмотрению U как функции одного переменного. Это можно сделать, выразив, например, х  из уравнения (1). Имеем 
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Наибольшее значение этой функции определится при 
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 с помощью стандартных средств математического анализа;  в точке 
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 значение функции (2) является наименьшим:  
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Замечание:  Можно интерпретировать модель с большей полнотой: 

-продукция между заводами распределена в количестве 80 и 500 единиц продукции, соответственно;

- фонд зарплаты на первом заводе составил  800000 руб., на втором –5000000  руб.

       Приведём примеры стохастических моделей. 

       Задача 1. (относительная частота, статистическая вероятность события). Понаблюдайте на улице с не слишком интенсивным движением транспорта в течение 2 – 5  минут транспортный поток и запишите, сколько проехало мимо автомобилей, сколько среди них иномарок, сколько всего легковых автомобилей, сколько  –  такси . Найдите относительную частоту

а)числа легковых автомобилей в транспортном потоке;

б)такси в транспортном потоке;

в)такси – среди легковых автомобилей; 

г)иномарок  – в  транспортном потоке.

      С какой вероятностью вы можете прогнозировать, что в ближайшее время  первой среди проезжающих мимо машин окажется такси ?

        На основе результатов наблюдения и свойства устойчивости относительной частоты определите, каким  приблизительно может оказаться процент иномарок в составе городского транспорта.  

       Задача 2 (статистические методы обработки выборки). В течение  20 биржевых торгов курс доллара составил следующие значения (в  рублях): 

65,75;   65,8;   65,7;   65,7;   65,6;   65,65;   65,6;   65,65;   65,65;  65,7;   65,8;     65,8;  65,8;   65,7;   65,7;   65,7;   65,7;   65,6;   65,5;    65,65

       Построить вариационный ряд данного распределения выборки и полигон частот.

       Найти: а) моду статистического распределения Мо;  б)медиану   Мe ;  в)размах варьирования R ; г)средний курс доллара.
       Если основные тенденции колебаний курса валюты будут сохраняться, то какова прогнозируемая вероятность того, что курс доллара превысит 65, 7 рубля ?

       В обоих заданиях строится стохастическая модель процесса (события обнаружения того или иного вида автомобиля в транспортном потоке – случайное, характер колебаний курса валюты – случайный). Аппарат исследования – методы математической статистики; прогнозируемая вероятность (в силу закона больших чисел) может быть принята равной относительной частоте соответствующего события.

       Последняя задача служит примером  так называемого кейс-задания. Как правило, метод математического моделирования применяют для получения максимального объёма информации, нескольких ее видов.  С этой целью в процессе обучения математическим моделям целесообразно использовать именно кейс-метод, как  метод ситуационного анализа. Данный метод способствует оптимальному сочетанию теории и практического знания, а также формированию умений, опирающихся на предыдущий опыт практической деятельности обучающихся.  

      Наконец, решение кейс-заданий влечет за собою рефлексию соответствующей математической деятельности, проявляющуюся, в частности,  в выработке системного подхода к анализу процессов и явлений,  развитии самостоятельности, навыков самоконтроля, умении находить причину затруднения и пути его преодоления и др.

      6.5. Универсальность.  Свойство универсальности математических моделей проявляется в возможности применения одной и той же модели к объектам (системам) принципиально различной природы, подчиняющимся разным фундаментальным законам. Универсальность математических моделей объясняется, с одной стороны,  единством проявления физических свойств окружающего мира, и абстрактностью математических теорий, их отвлеченностью от объекта исследования – с другой стороны. 

       Примером простейшей универсальной математической модели является функциональная зависимость 
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 . При соответствующем «наполнении» данное уравнение может описывать совершенно разные закономерности (закон Ома 
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,  размер уплачиваемого налога при постоянном проценте отчисления и др.)

       Такая зависимость  присутствует в задачах на движение, на тему  «Работа», на тему «Смеси, сплавы».  Оператор модели в этих случаях – это «аддитивный закон» (закон сложения). Так, при встречном движении расстояние между пунктами равно сумме отрезков пути, пройденных участниками движения до их встречи; при  совместной работе весь ее объем складывается из долей, выполненных  участниками; в случае  смесей и сплавов масса М всей смеси (сплава) складывается из масс ее (его) компонент, а масса чистого вещества т в смеси (сплаве) складывается из масс чистого вещества в каждом компоненте.

       Решение полученной математической задачи есть решение уравнения или системы уравнений, определяемых оператором модели. 

       Таким образом, наличие свойств универсальности математических моделей расширяет представления учащихся о роли и методах математической науки и опосредованно служит дополнительным мотивом к математической деятельности.

Глава 2. ПРОСТЕЙШИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ
                      1. Линейная зависимость. Закон сложения.

       1.1.  При решении задач на составление уравнений часто применяют стандартные схемы построения  оператора модели (уравнения, неравенства, системы уравнений, неравенств и др). Одной из таких схем является использование линейной зависимости.  Такая зависимость  действует в следующих задачах.

1. Задачи на движение: линейная зависимость между переменными S
(длина пути, пройденного прямолинейно движущимся телом), v 
( скорость равномерного движения) и t ( время движения).

2. Задачи на тему  «Работа»: линейная зависимость между объемом  работы А, производительностью v  и временем выполнения работы t.
3. Задачи на тему «Смеси, сплавы»: линейная зависимость между массой смеси (сплава)  M, концентрацией вещества c  и объемом  V.
       Оператор модели в этих случаях – это «аддитивный закон» (закон сложения): 

1. Встречное движение: расстояние между пунктами равно сумме отрезков пути, пройденных участниками движения до их встречи.

2. Совместная работа: весь ее объем складывается из долей, выполненных  участниками.

3. Смеси, сплавы: масса М всей смеси (сплава) складывается из масс ее (его) компонент; масса чистого вещества т в смеси (сплаве) складывается из масс чистого вещества в каждом компоненте.

	Переменные 
	Локальная линейная зависимость
	Аддитивный закон

(оператор модели)

	Равномерное движение:

 S, v, t
	S=vt
	Встречное движение:
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	Работа:

 A,v, t
	A=vt
	Совместная работа: 
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	Смесь, сплав:

  M,c,V
	M=cV
	Смеси, сплавы:
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      Решение полученной математической задачи есть решение уравнения или системы уравнений, определяемых оператором модели. 

       1.2.     Рассмотрим основные положения задачного подхода на примере темы «Смеси и сплавы». В качестве подготовительных задач могут быть выбраны следующие:

1)Концентрация кислоты в растворе массы М составляет п процентов. Какова масса кислоты, содержащийся в данном растворе?

2)Имеются два сплава. Масса каждого равна М кг. В первом сплаве содержится    кг.  меди, во втором меди нет. Из данных сплавов приготовлен третий сплав. Какова концентрация  (в процентах) меди в третьем сплаве?   
        В качестве ключевой задачи может быть рассмотрена следующая. В первом растворе массы концентрация спирта составляет  %. В другом растворе массы  содержится     г. спирта.  Какова будет (в процентах) концентрация спирта в новом растворе, полученным из данных растворов? 
Продемонстрируем процесс решения задачи более высокого (продвинутого) уровня.
        Задача . Име​ет​ся два спла​ва. Пер​вый сплав со​дер​жит 5%  меди, вто​рой  — 35% меди. Из этих двух спла​вов по​лу​чи​ли тре​тий сплав мас​сой 225 кг, со​дер​жа​щий 25% меди. На сколь​ко ки​ло​грам​мов масса второго  спла​ва больше массы  первого?

       Решение (моделирование ситуации, использование ключевой задачи). 

       1) Формализация. Введение переменных:  х – масса первого сплава, у – масса второго; 
[image: image53.wmf]1

c

 -содержание меди в первом сплаве (в процентах)   , 
[image: image54.wmf]2

c

-  во втором  ; 
[image: image55.wmf]M

 - масса третьего сплава  , 
[image: image56.wmf]c

  - содержание меди  (в процентах) в третьем сплаве.

     Компоненты «вектора входных переменных» (данные задачи):  

                                                  
[image: image57.wmf].
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     Компоненты «вектора выходных переменных» (искомые величины):  
[image: image58.wmf]у
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      2) Закон линейной зависимости (применяется к составу каждого сплава): 
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     3) Применение аддитивного закона (оператор модели, опора на ключевую задачу):
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      Теперь решаем полученную математическую задачу – систему уравнений; в ответе потребуется записать разность 
[image: image61.wmf]х
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      Решить систему можно, например, следующим образом.  Поделим на 0,05 первое уравнение системы, а далее – вычтем из второго уравнения первое. Мы получим 
[image: image62.wmf]150
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, а тогда (из первого уравнения системы) 
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. Итак, вектор выходных переменных имеет компоненты 
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      Теперь искомое 
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2.«Сложные» проценты

      2.1. Продемонстрируем принципы связности системы задач и наличия ключевой задачи на примере темы «Сложные проценты».

      В качестве задач подготовительного уровня выберем следующие.

1) Найти п% от числа S.

2) После удержания налога в размере 13% работник получил S рублей. Каков размер зарплаты работника?

3) Был взят кредит на год  в размере S рублей под п% годовых. Какую сумму выплатит заёмщик через год? 

      Рассмотрим следующую ключевую задачу. Банк начисляет на вклад  п% годовых. Какую сумму получит вкладчик, положивший в банк S рублей и не совершавший операции над вкладом в течение k лет (
[image: image66.wmf]2
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) ? 
     Решение. Рассуждения аналогичны задаче №3 подготовительного уровня. По истечение года хранения вклада на счету вкладчика образуется сумма
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Через 2 года хранения проценты будут начислены уже на сумму 
[image: image69.wmf]1
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Если     
[image: image72.wmf]3
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, то через 3 года размер вклада составит


[image: image73.wmf]S

n

S

3

3

)

100

1

(

+

=

.
Рассуждая аналогичным образом, приходим к следующему результату (формуле «сложных» процентов): через      
[image: image74.wmf]2
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 рублей.
     2.2. Задачи продвинутого уровня (задания из открытого сегмента банка контрольно-измерительных материалов ЕГЭ, [21]).

       За​да​ча  1. 1 ян​ва​ря 2015 года был взят в банке 1,1 млн руб​лей в кре​дит. Схема вы​пла​ты кре​ди​та сле​ду​ю​щая — 1 числа каж​до​го сле​ду​ю​ще​го ме​ся​ца банк на​чис​ля​ет 2 про​цен​та на остав​шу​ю​ся сумму долга (то есть уве​ли​чи​ва​ет долг на 2%), затем должник пе​ре​во​дит в банк платёж. На какое ми​ни​маль​ное ко​ли​че​ство ме​ся​цев может быть взят кре​дит, чтобы еже​ме​сяч​ные вы​пла​ты были не более 220 тыс. руб​лей?

    Ре​ше​ние.  Ясно, что чем боль​ше ме​сяч​ные вы​пла​ты, тем быст​рее будет вы​пла​чен долг. Зна​чит, срок кре​ди​та будет ми​ни​ма​лен в том слу​чае, когда вы​пла​ты со​став​ля​ют 220 тыс. руб​лей. Попробуем непосредственно подсчитать по годам оставшийся долг при указанной схеме выплаты кредита. Со​ста​вим таб​ли​цу, в пер​вом столб​це ко​то​рой будем ука​зы​вать долг на пер​вое число ме​ся​ца, а во вто​ром — долг в том же ме​ся​це, но уже после вы​пла​ты. Для упро​ще​ния расчётов будем со​хра​нять толь​ко два знака после за​пя​той, пред​став​ляя суммы долга в тыс. руб​лей.

      Так, в результате первого начисления процентов останется долг  

1100+0,02 
[image: image76.wmf]´

1100 ==1122;  а после  выплаты «транша» : 1122 – 220=902 (тыс.руб.). Действуя подобным образом и далее, будем иметь 

	Месяц
	Долг на пер​вое число

ме​ся​ца (тыс. руб)
	Долг после вы​пла​ты

(тыс. руб)

	1
	1122
	902

	2
	920,04
	700,04

	3
	714,04
	494,04

	4
	503,92
	283,92

	5
	289,60
	69,60

	6
	70,99
	0


 

       Стоит за​ме​тить, что в по​след​ний месяц вы​пла​та со​ста​вит менее 220 тыс. руб. Из таб​ли​цы видно, что ми​ни​маль​ный срок кре​ди​та в усло​ви​ях за​да​чи со​став​ля​ет 6 ме​ся​цев.

 Ответ: 6.

    За​да​ча  2. 31 де​каб​ря 2013 года был взят в банке 9 930 000 руб​лей в кре​дит под 10% го​до​вых. Схема вы​пла​ты кре​ди​та сле​ду​ю​щая: 31 де​каб​ря каж​до​го сле​ду​ю​ще​го года банк на​чис​ля​ет про​цен​ты на остав​шу​ю​ся сумму долга (то есть уве​ли​чи​ва​ет долг на 10%), затем должник  пе​ре​во​дит в банк опре​делённую сумму еже​год​но​го пла​те​жа. Какой долж​на быть сумма еже​год​но​го пла​те​жа, чтобы  долг был выплачен тремя рав​ны​ми еже​год​ны​ми пла​те​жа​ми?

  Ре​ше​ние. Здесь (в сравнении с предыдущей задачей) непосредственный подсчет невозможен, но рассуждения будут аналогичными.
   Пусть сумма кре​ди​та равна a, еже​год​ный пла​теж равен x руб​лей, а го​до​вые со​став​ля​ют k %. Тогда 31 де​каб​ря каж​до​го года остав​ша​я​ся сумма долга умно​жа​ет​ся на ко​эф​фи​ци​ент m = 1 + 0,01k. После пер​вой вы​пла​ты сумма долга со​ста​вит: a1 = am − x. После вто​рой вы​пла​ты сумма долга со​ста​вит:

[image: image77.png]ay = aym-—x




После тре​тьей вы​пла​ты сумма остав​ше​го​ся долга:
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Или
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  По усло​вию тремя вы​пла​та​ми кре​дит должен быть погашен пол​но​стью, по​это​му 

[image: image80.png]



 от​ку​да

[image: image81.png]



При a = 9 930 000 и k = 10, по​лу​ча​ем: m = 1 + 0,01k  или m = 1,1 и

 

[image: image82.png]_9930000-1,331-0,1
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3993000 (py6aei).




Ответ: 3 993 000 руб​лей.

      Рассмотрим теперь задачу, в которой предполагается не выплата кредита, а обратный процесс – накопление.
   За​да​ча  3. Банк под опре​де​лен​ный про​цент при​нял не​ко​то​рую сумму. Через год чет​верть на​коп​лен​ной суммы была снята со счета. Банк уве​ли​чил про​цент го​до​вых на 40%. К концу сле​ду​ю​ще​го года на​коп​лен​ная сумма в 1,44 раза пре​вы​си​ла пер​во​на​чаль​ный вклад. Каков про​цент новых го​до​вых?

    Ре​ше​ние. Пусть банк пер​во​на​чаль​но при​нял вклад в раз​ме​ре      s          у.е. под x % го​до​вых. Тогда к на​ча​лу вто​ро​го года сумма стала [image: image83.png]


 у.е.

       После сня​тия чет​вер​ти на​коп​лен​ной суммы на счету оста​лось

                                                    [image: image84.png]%(1 +0,01)



  

условных единиц ( у.е.)

   С мо​мен​та уве​ли​че​ния бан​ком про​цент​ной став​ки на 40% к концу вто​ро​го года хра​не​ния остат​ка вкла​да на​коп​лен​ная сумма стала

[image: image85.png]%(1 +0,01x)- (1 + (x+40)-0,01)



 
у.е. По усло​вию за​да​чи эта сумма равна [image: image86.png]1.445



 у.е.

Решим урав​не​ние 

[image: image87.png]%(1 +0,01x)- (1 + (x+40)-0,01





 Имеем
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По смыс​лу за​да​чи: х=20. Новые го​до​вые со​став​ля​ют тогда  20 + 40 = 60 %.

 Ответ: 60.

                   3.Задачи «максимизации» и «минимизации»

        3.1. За​да​ча  1 (задание из открытого сегмента банка контрольно-измерительных материалов ЕГЭ).  В 1-е клас​сы по​сту​па​ет 43 че​ло​ве​ка: 23 маль​чи​ка и 20 де​во​чек. Их рас​пре​де​ли​ли по двум клас​сам: в одном долж​но по​лу​чить​ся 22 че​ло​ве​ка, а в дру​гом ― 21. После рас​пре​де​ле​ния по​счи​та​ли про​цент маль​чи​ков в каж​дом клас​се и по​лу​чен​ные числа сло​жи​ли. Каким долж​но быть рас​пре​де​ле​ние по клас​сам, чтобы по​лу​чен​ная сумма была наи​боль​шей?

    Ре​ше​ние. Пусть в мень​ший класс рас​пре​де​ле​но х маль​чи​ков (где [image: image93.png]| <x<21



), тогда в боль​ший класс по​па​ло ([image: image94.png]


) маль​чи​ков. Доля мальчиков 

в меньшем классе есть х/21, 

в большем – (23-х)/23. Зна​чит, сум​мар​ная доля маль​чи​ков в двух клас​сах равна 

                                                  [image: image95.png]


  .

Получена линейная функция 
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с по​ло​жи​тель​ным уг​ло​вым ко​эф​фи​ци​ен​том. Зна​чит, эта функ​ция до​сти​га​ет сво​е​го наи​боль​ше​го зна​че​ния на пра​вом конце про​ме​жут​ка [1; 21], то есть при [image: image97.png]


 Таким об​ра​зом, мень​ший класс пол​но​стью дол​жен со​сто​ять из маль​чи​ков, а в боль​шем клас​се долж​но быть 20 де​воч​ки и 2 маль​чи​ка.

Ответ: В одном клас​се ― 21 маль​чик, в дру​гом ― 20 де​во​чек и 2 маль​чи​ка.

Задача 2. Требуется позолотить ларец формы прямоугольного параллелепипеда (стенки и крышку) объема 72 куб. ед.,  у которого длина основания вдвое больше его ширины. При каких размерах ларца будет потрачено меньше всего позолоты. 

Вектор входных переменных:

х- ширина основания;

2х - длина основания;

у- высота.

Требование к результату в терминах содержательной модели: наименьшие затраты материала. Требование к результату в терминах математической модели: наименьшая площадь поверхности прямоугольного параллелепипеда.

Оператор математической модели строится из следующих соображений:

1)выражение площади поверхности через компоненты вектора входных переменных  х, у ; 

2) минимизация полученной функции двух переменных.

        Оператор модели:
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Окончательная постановка задачи возможна путем связывания переменных  х  и  у  формулой объема, так что в результате минимизируемая площадь поверхности оказывается функцией одного переменного, наименьшее значение которой находим средствами дифференциального исчисления:
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Прогноз результата: при  нахождении точки  х наименьшего значения функции 
[image: image100.wmf])
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 определятся размеры ларца, на который уйдет наименьшее количество позолоты. 

       Теперь алгоритм решения задачи реализуется следующим образом.
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3) Далее находим критические точки функции 
[image: image102.wmf])
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откуда 
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 Непосредственным исследованием знаков производной убеждаемся, что найденное значение 
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 служит точкой минимума функции 
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4) В условиях данной задачи  при 
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 поверхность ларца (боковая поверхность плюс крышка) будет наименьшей. Следовательно, искомые размеры  ларца: ширина 
[image: image108.wmf]3
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; длина 
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 высота 
[image: image110.wmf]4

=

y

.

      Результат интерпретируется следующим образом: при размерах 
[image: image111.wmf]4
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 на позолоту уйдет наименьшее количество материала.

      3.2. Приведем ещё несколько примеров практико-ориентированных задач, заимствованных из открытого сегмента банка задач ЕГЭ.

       1. В среду акции ком​па​нии по​до​ро​жа​ли на не​ко​то​рое ко​ли​че​ство про​цен​тов, а в чет​верг по​де​ше​ве​ли на то же самое ко​ли​че​ство про​цен​тов. В ре​зуль​та​те они стали сто​ить на 64% де​шев​ле, чем при от​кры​тии тор​гов в среду. На сколь​ко про​цен​тов по​до​ро​жа​ли акции ком​па​нии в среду?
2.Фер​мер по​лу​чил кре​дит в банке под опре​де​лен​ный про​цент го​до​вых. Через год фер​мер в счет по​га​ше​ния кре​ди​та вер​нул в банк 3/4 от всей суммы, ко​то​рую он дол​жен банку к этому вре​ме​ни, а еще через год в счет пол​но​го по​га​ше​ния кре​ди​та он внес в банк сумму, на 21% пре​вы​ша​ю​щую ве​ли​чи​ну по​лу​чен​но​го кре​ди​та. Каков про​цент го​до​вых по кре​ди​ту в дан​ном банке?

3.Пер​вич​ная ин​фор​ма​ция раз​де​ля​ет​ся по сер​ве​рам №1 и №2 и об​ра​ба​ты​ва​ет​ся на них. С сер​ве​ра №1 при объёме 
[image: image112.wmf]2
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 Гбайт вхо​дя​щей в него ин​фор​ма​ции вы​хо​дит 20t Гбайт, а с сер​ве​ра №2 при объёме 
[image: image113.wmf]2
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 Гбайт вхо​дя​щей в него ин​фор​ма​ции вы​хо​дит 21t Гбайт об​ра​бо​тан​ной ин​фор​ма​ции; 

25 < t < 55. Каков наи​боль​ший общий объём вы​хо​дя​щей ин​фор​ма​ции при общем объёме вхо​дя​щей ин​фор​ма​ции в 3364 Гбайт?
Глава 3. АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ

В учебной литературе укоренились понятия «стандартных» и «нестандартных» задач. Граница между соответствующими классами весьма условна. В нашем понимании стандартная задача – та, которая может быть решена по известному алгоритму. А именно, в первую очередь определяется класс, которому принадлежит задача (например, полное квадратное уравнение), затем происходит обращение к стандартному алгоритму (алгоритм решения квадратного уравнения) и его реализация. «На выходе» получаем искомое решение  (кони квадратного уравнения или отсутствие действительных корней. 

Более сложная ситуация, связанная со стандартной задачей –её прямое сведение к задаче (системе задач), для которых реализуемы известные алгоритмы решения. Последний процесс называется редукцией.

В настоящей главе:

- уточняется понятие алгоритма;

- обсуждаются понятия алгоритмически разрешимых или неразрешимых задач;

- предлагаются примеры редукции задач.

1. Элементы теории алгоритмов

        1.1. Основные понятия. Алгоритм как эффективная  процедура, однозначно приводящая к требуемому результату, знакома школьнику с младших классов. Школьные методы умножения «столбиком» и деления «углом», метод исключения неизвестных при решении системы линейных

уравнений, правило дифференцирования сложной функции, способ построения треугольника по трем заданным сторонам – все это алгоритмы. 
      Простой анализ любого алгоритма (от алгоритма решения математической задачи до алгоритма приготовления, скажем, борща), позволяет вычленить основные его признаки. Прежде всего, это наличие некоторого набора данных (входные данные), которому ставится в соответствие набор выходных данных. Далее, это система предписаний, по которым набор входных данных преобразуется в набор результатов, получаемых на выходе. Поэтому можно говорить об алгоритме как о конструктивно заданном операторе. 

     В технику термин «алгоритм» пришел вместе с кибернетикой. Если понятие метода вычисления не нуждалось в пояснениях, то понятие процесса управления пришлось вырабатывать практически заново. Понадобилось осознавать, каким требованиям должна удовлетворять последовательность действий (или ее описание), чтобы считаться конструктивно заданной, т. е. иметь право называться алгоритмом. В этом осознании существенную помощь инженерной интуиции оказала практика использования вычислительных машин, сделавшая понятие алгоритма ощутимой реальностью. С точки зрения современной практики алгоритм – это программа, а критерием алгоритмичности процесса является возможность его запрограммировать. 

        1.2. Основные требования, применяемые к алгоритму.   

1. Наличие данных. Как выше указывалось, алгоритм, примененный к исходным данным,  выдает некоторые результаты. Вместе с тем,  в процессе реализации алгоритма, возникают некоторые промежуточные данные. 

Типичным средством получения как промежуточных, так  и выходных данных, являются индуктивные (рекурсивные) определения, указывающие, как строить новые объекты из уже построенных. 

2. Наличие памяти, необходимой для размещения данных. Память обычно считается однородной и дискретной, т. е. условно говоря, состоит из одинаковых ячеек, в каждой из которых хранится «единица» информации. Таким образом, единицы измерения объема данных и памяти согласованы. При этом память может быть бесконечной. 

3. Дискретность и конечность. Алгоритм состоит из отдельных элементарных шагов, или действий, причем множество различных шагов, из которых составлен алгоритм, конечно. Типичный пример множества элементарных действий – система команд компьютера. 

4. Детерминированность. Суть этого требования состоит в  том, что  после каждого шага необходимо указывать, какой шаг выполняется следующим, либо давать команду остановки, после чего работа алгоритма считается законченной.

5. Результативность или сходимость алгоритма для любого набора входных данных означает остановку его действия после конечного числа шагов.

6. Требование массовости  состоит в  том,  что  алгоритм решения задачи разрабатывается в общем виде, то есть, он должен быть применим для некоторого класса задач, различающихся только исходными данными. При этом исходные данные могут выбираться из некоторой области, которая называется областью применимости алгоритма.

     Понятие «массовости» тесно связано с понятием математической модели. Решение поставленных практикой задач математическими методами основано на абстрагировании – мы выделяем ряд существенных признаков, характерных для некоторого круга явлений, и строим на основании этих признаков математическую модель, отбрасывая несущественные признаки каждого конкретного явления. В этом смысле любая математическая модель обладает свойством массовости. Если в рамках построенной модели мы решаем задачу и решение представляем в виде алгоритма, то решение и будет  «массовым».

      Приведем следующий пример алгоритма.

S: Записать результат работы алгоритма 
[image: image114.wmf]î

í

ì

®

®

1

2

1

0

 над числом  510242.

Решение. Данный алгоритм устанавливает следующие предписания:

1) цифру 0 заменить на 1;

2) цифру 2 заменить на 1.

Поскольку других предписаний нет, то остальные цифры числа оставляем

неизменными. Имеем в результате работы алгоритма число 511141.

Приведем ещё две аналогичные задачи.

1. Записать результат работы алгоритма 
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2. Записать результат работы алгоритма 
[image: image116.wmf]î

í

ì

®

®

3

2

2

0

 над числом 1203

       1.3. Ветвление. Способы задания алгоритмов.  Разветвляющимся  называется такой  алгоритм, в котором в зависимости от истинности или ложности заданного условия выбирается один из нескольких возможных вариантов (путей) вычислительного процесса. Каждый такой вариант называется ветвью  алгоритма.

     Ветвление – это такая форма организации действий, при которой в зависимости от выполнения или невыполнения некоторого условия совершается либо одна, либо другая последовательность действий. Признаком разветвляющегося алгоритма является наличие операций проверки условия.

    Условие – это высказывание., так что условие может принимать одно из двух значений: «истина» или «ложь». Различают два вида условий: простые и составные.

      Простое условие выражается некоторым простым высказыванием, составное – составным высказыванием, то есть построенным из нескольких простых, соединённых знаками логических операций конъюнкции, дизъюнкции, отрицания.
       Составное условие вида «X и Y» истинно тогда и только тогда, когда истинны оба условия X и Y, в остальных случаях – ложно. Составное условие вида «X или Y» истинно тогда, когда истинно хотя бы одно условие X или Y.

Условие вида «не X» истинно, если X ложно, и наоборот.

      На практике наиболее распространены следующие формы представления алгоритмов.

1.Словесная (запись на естественном языке; словесный способ описания последовательных этапов обработки данных);

2. Табличная (представление алгоритма в форме расчетных формул и таблицы).

3. Графическая (изображения из графических символов);

Задание графического алгоритма происходит путем использования блоков.
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4. Программная (тексты на языках программирования);

      Приведём пример словесного алгоритма: записать алгоритм упорядочивания (расположения в порядке возрастания) конечного массива  выборочных данных М.

        Заметим, что этот алгоритм оказывается важным при ранжировании числовых значений количественного признака, наблюдаемых на случайных выборках.

         Решение. Пусть  
[image: image118.wmf] 
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– искомая последовательность, где п-размер выборки, по смыслу задачи 
[image: image119.wmf].
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Шаг 1. Найти  в массиве М наименьшее число, вычеркнуть его из М и перейти к шагу 2.

Шаг 2. Записать найденное число в качестве первого члена последовательности 
[image: image120.wmf] 
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 и перейти к шагу 3.

Шаг 3. Найти в оставшемся массиве наименьшее число, вычеркнуть его из М и перейти к шагу 4.

Шаг 4. Записать найденное на предыдущем шаге число справа к тому, что записано в 
[image: image121.wmf] 
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и перейти к шагу 5.

Шаг 5. Если в массиве больше нет чисел, то остановить работу алгоритма, иначе перейти к шагу 4. 

       Поскольку на шаге 3 всякий раз массив выборочных данных уменьшается, то алгоритм сходится. Выполнение остальных из вышеперечисленных 6 требований очевидно.

       1.4.     Алгоритм (Эвклида) нахождения наибольшего общего делителя двух заданных натуральных чисел представляет собою ветвящийся алгоритм.

Шаг 1. Задать два числа и перейти к шагу 2.

Шаг 2 Если  числа равны, то взять любое из них в качестве ответа. Иначе перейти к шагу 3.

Шаг 3. Определить большее из чисел и перейти к шагу 4.

Шаг 4. Заменить большее число разностью большего и меньшего из чисел и перейти к шагу 2.

      Поскольку на шаге 4 всякий раз большее натуральное число уменьшается, то алгоритм сходится. Выполнение остальных из вышеперечисленных 6 требований очевидно.

      В качестве примера  реализуем алгоритм Эвклида  в случае чисел 432 и 168.  На шаге 3 видим, что 432>168, а на шаге 4 рассматриваем  числа 
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 и 168. Возвращаясь к шагам 2-3, имеем 
[image: image123.wmf]168
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, и, согласно шагу 4,  рассматриваем числа   
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 и 168. Далее (шаги 2-4), имеем 
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, поэтому рассматриваем пару 96 и 72.   Их разность 
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, так что переходим к паре 72 и 24.  Теперь  
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; для пары 48 и 24  имеем  
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. Согласно шагу 2, наибольшим общим делителем данных чисел будет число 24.

     1.5.      Пример табличного алгоритма. Записать алгоритм вычисления размера банковского вклада 
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 по истечении каждого года хранения, если банк начисляет   
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 процентов годовых. 

      Решение. Если 
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 – размер первоначального вклада, то размер вклада через год будет 
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 и т.д., так что через п лет хранения  
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. Имеем следующую таблицу:

	Год хранения
	Вклад к началу года хранения
	Вклад по истечение года хранения

	1
	10000
	11000

	2
	11000
	12100

	3
	12100
	13310

	…
	…
	…
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       1.6. Графический алгоритм вычисления объема куба  и площади его боковой поверхности куба.

[image: image139.jpg]



 

Запись алгоритма выглядит следующим образом.

[image: image140.jpg]



      1.7. Следующие задачи могут быть предложены учащимся для самостоятельного решения. 

1.Записать словесные алгоритмы 

1) деления отрезка пополам с помощью циркуля и линейки;

2) построения серединного перпендикуляра к данному отрезку;

3) разложения натурального числа 
[image: image141.wmf]2
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 на простые множители.

2.Задать табличным способом алгоритм вычисления значения 
[image: image142.wmf]с
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, задав 5 пар целых чисел а и с.
3. Записать графический алгоритм вычисление объема конуса, если заданы его образующая  
[image: image143.wmf]l

 и высота 
[image: image144.wmf]H
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4. Применив алгоритм Эвклида, найти наибольший общий делитель пары натуральных чисел

         1) 661 и 113;

         2) 156 и 1313;

         3)  847 и 506.

    1.8. Реализация требований к алгоритму в процессе решения математических задач. 

1. Наличие данных. В процессе решения каждой математической задачи, анализируя её условие,  следует выявить все данные величины и связи. Эти данные могут быть предъявлены в различных формах: вербальной, графической, табличной, в виде изображённой геометрической фигуры, столбчатой или круговой диаграммы и т.п.
 2. Наличие памяти. В случае решения математических задач с использованием вычислительного устройства предполагается не только наличие памяти данного устройства, но и умение учащегося работать с нею. Например, используя микрокалькулятор, учащийся должен уметь заносить данные в память, пополнять её промежуточными результатами, извлекать  в нужный момент информацию из памяти и т.п.

     Следующие три требования тесно взаимосвязаны.

3. Дискретность и конечность. Применительно к решению математической задачи речь идет о четком выделении каждого шага решения; на каждом таком шаге происходит редукция (см. подробнее об этом ниже) задачи, то есть сведения ее к более простой или уже решённой задаче, чем и обеспечивается конечность алгоритма.

4. Детерминированность здесь понимается как чёткое следование заранее составленному плану решения.
5. Результативность или сходимость алгоритма. Это требование напрямую связано с редуцированием задачи на каждом шаге алгоритма (см. требование  конечности алгоритма), что неизбежно приводит к простейшей задаче и, следовательно,  окончательному результату; ниже демонстрируется сходимость алгоритма на примере решения диафантовых уравнений первой степени. 

6. Требование массовости здесь реализуется в виде дедуктивного пути решения. А именно, общие положения, разработанные для соответствующего класса задач, применяются к данной, конкретной задаче. 

        Последнее требование связано с понятием алгоритмической разрешимости данного класса задач и может быть реализовано только в случае такой разрешимости. В противном случае требуется поиск другого алгоритма либо выбирается эвристический путь - путь творческого поиска, догадки, открытия. 
                  2.Проблема алгоритмической разрешимости

       2.1. Всякий алгоритм соответствует хотя бы одной задаче, для которой он реализуем. Обратное утверждение в общем случае является неверным по двум причинам: во-первых, одна и та же задача может решаться различными алгоритмами; во-вторых, как указывается ниже, имеются классы задач, для которых алгоритм в общем случае не может быть построен.

      Как уже отмечалось, термин «алгоритм»  обозначает «в первом приближении» процедуру, позволяющую путем выполнения последовательности определенных элементарных шагов получать однозначный результат. Однако в процессе развития математической науки накапливались задачи, разрешить которые в общем виде не удавалось. Примерами могут послужить три древние геометрические задачи: о трисекции угла, о квадратуре круга и об удвоении куба - ни одна из них не имеет общего способа решения с помощью циркуля и линейки без делений.

         Интерес математиков к задачам подобного рода привел к постановке вопроса: возможно ли, не решая задачи, доказать, что она алгоритмически неразрешима, т.е. что нельзя построить алгоритм, который обеспечил бы ее общее решение? Ответ на это вопрос важен, в том числе, и с практической точки зрения, поскольку, например, бессмысленно разрабатывать программу её решения с помощью компьютера, если доказано, что она алгоритмически неразрешима. Поиск ответа на данный вопрос и привёл к необходимости уточнить понятие алгоритма, без чего обсуждение его существования просто не имело смысла. Построение уточнённого определения привело к появлению так называемых формальных алгоритмических систем, что дало возможность математического доказательства неразрешимости ряда проблем. Оно сводится к доказательству невозможности построения рекурсивной функции, решающей задачу, либо (что эквивалентно) к невозможности построения машины Тьюринга для нее, либо несостоятельности любой (какой-либо) другой модели (см. [5]). То есть  задача считается алгоритмически неразрешимой, если не существует машины Тьюринга (или рекурсивной функции, или нормального алгоритма Маркова), которая ее решает.
        Первые доказательства алгоритмической неразрешимости касались некоторых вопросов логики и самой теории алгоритмов. Оказалось, например, что неразрешима задача установления истинности произвольной формулы исчисления предикатов (т.е. исчисление предикатов неразрешимо) - эта теорема была доказана в 1936г. А.Черчем.

      2.2. Важность доказательства алгоритмической неразрешимости в том, что если такое доказательство получено, оно имеет смысл закона-запрета, позволяющего не тратить усилия на поиск решения, подобно тому, как законы сохранения в физике делают бессмысленными попытки построения вечного двигателя. 

      Вместе с этим необходимо сознавать, что алгоритмическая неразрешимость какой-либо задачи в общей постановке не исключает возможности того, что разрешимы какие-то ее частные случаи. Справедливо и обратное утверждение: решение частного случая задачи еще не дает повода считать возможным ее решения в самом общем случае, т.е. не свидетельствует о ее общей алгоритмической разрешимости. Роль абстрактных алгоритмических систем в том, что именно они позволяют оценить возможность нахождения полного (общего) решения некоторого класса задач. 

     В качестве примера, иллюстрирующего только что сформулированные тезисы, рассмотрим одну из наиболее знаменитых алгоритмических проблем математики – десятую проблему Д.Гильберта, поставленную им в числе других в 1901 г. на Международном математическом конгрессе в Париже. Требовалось найти алгоритм, определяющий для любого диофантового уравнения, имеет ли оно целочисленное решение. Диафантово уравнение есть уравнение вида  F(x,y,…,v)=0, где F –многочлен с целыми коэффициентами. В общем случае эта проблема долго оставалась открытой, и только в 1970 г. советский математик Ю. В. Матиясевич доказал ее неразрешимость.

     Однако, оказываются разрешимыми частные случаи (некоторые частные классы) таких уравнений, о чём пойдет речь в следующих параграфах.

3. О проблеме алгоритмической разрешимости 

диофантовых уравнений первой степени

  Исследование диофантовых уравнений обычно связано с такими задачами: 

1) имеет ли уравнение целочисленные решения; 

2) конечно или бесконечно множество его целочисленных решений; 

3) решить уравнение на множестве целых чисел; 

4) решить уравнение на множестве целых положительных (натуральных) чисел; 

5) решить уравнение на множестве рациональных чисел. 

      3.1. Разрешимость конкретных уравнений на множестве натуральных чисел продемонстрируем на следующем примере.

       Из двухтысячных и пятитысячных купюр составлена сумма в 23 тысячи. Сколько среди этих купюр двухтысячных?

        Решение. Обозначим через x  количество двухтысячных банкнот, а через у – количество пятитысячных. Приходим, таким образом, к уравнению 
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Согласно  условию задачи x и y натуральные числа, так что левая часть последнего уравнения есть натуральное число. Значит, и правая часть должна быть натуральным числом, а для этого необходимо и достаточно, чтобы 1 – 5у нацело делилось на 2. Осуществим теперь следующий перебор возможных вариантов.

1)y=1, х=9, то есть двухтысячных купюр может быть 9;

     2) у=2, но при этом выражение 1 – 5у не делится нацело на 2;

3)у=3, х=4, то есть двухтысячных купюр может быть 4;

     4) у=4, но при этом выражение 1 – 5у не делится нацело на 2;

 5) при 
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 правая часть уравнения является числом отрицательным, так что уравнение в натуральных числах уже не может иметь решения.

     Таким образом, среди купюр возможно  9 или 4 двухтысячных.

     3.2. Проблема разрешимости на множестве целых чисел уравнения 
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        В следующих примерах целочисленные решения уравнения первой степени указанного вида легко подобрать:
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 целочисленных решений здесь нет, поскольку левая часть уравнения нацело делится на 2, а правая – нет.
Общая ситуация, связанная с целочисленными решениями уравнений первой степени 
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 описывается следующей теоремой. 

Теорема. Если  наибольший общий делитель (НОД) чисел 
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а и b
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 равен 1, то уравнение 
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 имеет, по меньшей мере, одно целочисленное решение 
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      Заметим, что теорема применима и к уравнению, в котором хотя бы один коэффициент отрицателен: если, например, 
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, а тогда приходим к уравнению с положительными коэффициентами 
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      Рассмотрим пример, иллюстрирующий конструктивную идею доказательства теоремы: решим уравнение 
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     Коэффициенты уравнения – взаимно простые положительные числа. При этом число 13 делится на 5 с остатком, равным 3, так что 
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Сгруппируем члены с равными коэффициентами: 


[image: image164.wmf]1

3

)

2

(

5

=

+

+

х

у

х

;

положим 
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. Тогда приходим к уравнению 
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. Заметим, что в сравнении с исходным уравнением, один из коэффициентов значительно уменьшился. 

     Повторим процесс, выполняя деление с остатком коэффициента 5 на коэффициент 3. Приходим к уравнению 
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. Теперь легко подобрать целочисленное его решение:

                            
[image: image170.wmf]î

í

ì

=

-

=

1

1

z

t

   или  
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Далее, получаем
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     и тогда 
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      Окончательно, 
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     В общем случае рассуждения, представляющие собою алгоритм решения (а значит, и доказательство теоремы) аналогичны. А именно, пусть, для определённости, 
[image: image177.wmf].
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  Вычислим  r - остаток от деления числа a на b:     a=bq+r; ясно, что 
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 в силу того, что числа а и b взаимно простые. Запишем теперь уравнение в виде
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Положим 
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. Теперь повторяем описанный процесс уменьшения коэффициентов уравнения, выполняя деление с остатком   
[image: image184.wmf]b

 на   
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. Процесс последовательного уменьшения коэффициентов продолжится до тех пор, пока они станут столь малыми, что решение последнего в цепочке получаемых уравнений легко угадывается (чем и обеспечена сходимость данного алгоритма). «Двигаясь обратным ходом», то есть последовательно исключая введённые промежуточные переменные, находим целочисленную искомую пару 
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Замечание. В литературе (см.  [17] –[20]) имеются и другие алгоритмы решения диофантовых уравнений первой степени, связанные с алгоритмом делимости Эвклида или цепными дробями.

       3.3. Проблема разрешимости уравнений первой степени с двумя неизвестными в общем случае.

      Теорема 1. Если  наибольший общий делитель d чисел а и b больше единицы и число с не делится нацело на d, то уравнение 
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 не имеет целочисленных  решений.

     Утверждение теоремы очевидно, поскольку слагаемые в левой части уравнения содержат общий множитель d, а правая (то есть с) не делится на d.
Теперь любая ситуация сводится к случаю наибольшего общего  делителя чисел а и b равного  1. Действительно, либо мы оказываемся в условиях теоремы 1 либо обе части уравнения можно поделить на общий множитель d (то есть сократить на него обе части уравнения).
Теорема 2. Если  наибольший общий делитель чисел а и b равен 1, то все пары чисел вида
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являются целочисленными решениями уравнения 

                                                 
[image: image189.wmf]с
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здесь (х0,y0) – целочисленное  решение уравнения 
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а t – произвольное целое число.

Будем называть уравнение (***) по отношению к (**) базисным,  его решение (х0,y0) – фундаментальным, а (*) – общим решением уравнения (**).  

Легко проверить, что пары целых чисел вида 
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 служат решением (общим решением) так называемого однородного диафантового уравнения первой степени 
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. Таким образом, выяснена структура общего решения неоднородного (
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 уравнения (**): оно складывается из фундаментального решения (то есть решения базисного уравнения), умноженного на с  и общего решения соответствующего однородного уравнения 
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Для доказательства теоремы 2 достаточно подставить общее решение (*) в уравнение (**) и проверить наличие тождества. Будем иметь левую часть (**) в виде 
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поскольку фундаментальное решение обращает левую часть базисного уравнения в тождественную единицу.

      Согласно теореме 2, алгоритм решения диафантового  уравнения (**) имеет следующий вид:

      Шаг 1. Записать базисное уравнение (***).

      Шаг 2. Если коэффициенты   
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 уравнения (**) имеют общий делитель 
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, то сократить обе части уравнения на число 
[image: image199.wmf]d

 и перейти к шагу 3. Иначе – сразу перейти к шагу 3.

      Шаг 3. Проверить условие теоремы 1: если оно выполнено, то уравнение (**) не имеет целочисленных решений. Иначе перейти к шагу 4.

      Шаг 4. Записать базисное уравнение (***) и реализовать алгоритм его решения (см.  п.3.2). 

      Шаг 5. Выписать фундаментальное решение  (х0,y0) и общее решение  
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 соответствующего однородного уравнения и перейти к шагу 6.

      Шаг 6. Записать искомое общее решение (*).

      3.4. Структура общего решения линейного диофантового уравнения. Совокупность всех решений линейного диофантового уравнения 
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(если такие решения существуют) называется его общим решением. Из дальнейшего рассмотрения будет следовать, что  общее решение содержит п параметров 
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, каждый из которых принимает произвольное целое значение. Всякое конкретное решение линейного уравнения назовём его частным решением. 
      Начнём с рассмотрения следующих двух примеров.

      1)  Найти частное решение линейного уравнения 12x+21y–2z=5. 

      Попытаемся свести задачу к уравнению с двумя неизвестными. Записав
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 так, чтобы обе части уравнения можно было сократить на 3. Проще всего взять 
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Теперь применяем шаги алгоритма, изложенного в п. 3.2. А именно, представим уравнение в виде 
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Полагая 
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. Решение этого уравнения легко подобрать: 
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,

2

-

=

=

y

t

. Таким образом приходим к системе 
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и получаем искомое частное решение в виде
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          2) Найти общее решение линейного однородного уравнения 

12x +21y –2z=0.

       Сведём задачу к поиску общего решения уравнения с двумя неизвестными. Запишем 

12x + 21y = 2z.

Для разрешимости этого уравнения необходимо и достаточно, чтобы правая часть делилась на 3, т.е. чтобы 
[image: image215.wmf]z

 имело вид 
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.  Сокращая обе части на 3, получим 

4x+7y =
[image: image217.wmf]v
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Для полученного уравнения базисное уравнение имеет вид  4x+7y=1; его решение нетрудно подобрать: 
[image: image218.wmf].
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Согласно теории линейных уравнений с двумя неизвестными (см. п. 3.2 ), уравнение 4x+7y =
[image: image219.wmf]v
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 при любом целом v имеет частное решение  
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      Общее решение соответствующего однородного уравнения 4x+7y =0 имеет, очевидно, вид (7
[image: image223.wmf]t

; –4
[image: image224.wmf]t

) , где 
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- любое целое.  Таким образом, для уравнения 4x+7y=
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 получаем следующее общее решение 
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. Теперь  общее решение однородного уравнения  12x +21y –2z=0  запишется так:
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      Перейдём к рассмотрению линейного неоднородного уравнения
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в общем случае; уравнение вида 
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будем называть соответствующим однородным уравнением.

Теорема 1 (Свойства решений линейного диофантового уравнения).

      1)Разность 
[image: image231.wmf]v
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 двух любых частных решений 
[image: image232.wmf])
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линейного неоднородного диофантового уравнения есть решение соответствующего однородного уравнения.

      2) Множество всех частных решений линейного диофантова однородного уравнения  замкнуто относительно операций сложения, вычитания и умножения на целые числа.

       Утверждения теоремы могут быть легко проверены непосредственно.

Теорема 2 (Структура общего решения линейного диофантового уравнения). Если  
[image: image233.wmf])
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- некоторое частное решение линейного неоднородного диофантового уравнения, а 
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 общее решение соответствующего однородного уравнения (то есть совокупность  п-параметрических его решений), то 


[image: image235.wmf]
[image: image236.wmf]u

x

x

+

=

0


есть общее решение неоднородного уравнения.

     Легко проверить, что совокупность вида  
[image: image237.wmf]u
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 удовлетворяет неоднородному уравнению. Можно проверить и обратное: любое решение неоднородного уравнения может быть записано в виде указанной суммы.

4. Диофантовы уравнения высших степеней

      Отметим, что к настоящему времени проблема разрешимости нашла положительный ответ только для уравнений с одним неизвестным, для уравнений первой степени и для уравнений второй степени с двумя неизвестными. Для уравнений выше второй степени с двумя или более неизвестными является достаточно трудной даже задача существования целочисленных решений. Например, неизвестно, имеет ли уравнение 

                                                            x3 + y3 + z3 = 30 

хотя бы одно целочисленное решение. Уже отмечалось,  что в принципе не существует единого алгоритма, позволяющего за конечное число шагов решать в целых числах произвольные диофантовы уравнения. 

      Продемонстрируем, тем не менее, несколько частных приёмов решения уравнений высших степеней.
      4.1. Уравнение вида 
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Случай 1: 
[image: image239.wmf].
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Случай 2: 
[image: image241.wmf].
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.   Здесь возможны два следующих случая: 
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В первом случае получаем 
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í

ì

=

=

0

1

y

x

, а во втором 
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Случай 3: 
[image: image246.wmf].
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 принимают соответственно, значения 2 и 1, 1 и 2,  
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. В каждом из этих случаев соответствующая система уравнений с  х и у не имеет целочисленных решений, то есть данное диофантово уравнение неразрешимо. 
       Приведённые примеры наводят на мысль искать решения уравнения 
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Ясно теперь что числа  х и  у  будут целыми тогда и только тогда, когда    
[image: image255.wmf]m

 и  
[image: image256.wmf]k

 - целые числа одинаковой чётности.

     Таким образом, уравнение  
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 имеет решение в том и только том случае, когда свободный член а может быть разложен на два множителя одинаковой четности. 

      В свою очередь, как нетрудно понять, последнее условие на а означает, что
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-некоторое целое (говорят, что а не сравнимо с числом 2 по модулю 4); иначе  
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представимо в виде 
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     Так, например, уравнение  
[image: image262.wmf]2022
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 (простое число) допускает два (всего два) разложения 
[image: image266.wmf])

2017

(

)

1

(

2017

,

2017

1

2017

-

×

-

=

×

=

 на множители одинаковой чётности.

     Итак, задача о решениях уравнения 
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 алгоритмически разрешима.
        4.2. Уравнение вида 
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   . Уравнение, не имеющее целых решений, возникает, например в случаях  
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      Если 
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 имеет бесконечно много нетривиальных решений. А именно, достаточно выбрать 
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 и 
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 - ненулевые целые числа. 

      Числа 
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 называются пифагоровыми тройками.      Например, если 
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       Можно доказать, что числами вида 
[image: image282.wmf]t
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, где параметр t пробегает все целые числа, исчерпываются все пифагоровы тройки, то есть тройки указанного вида  x, y  и k  порождают общее решение уравнения. 

        Как утверждает так называемая великая теорема Ферма уравнение xn + yn= zn, ни при каком натуральном n, большем двух, неразрешимо в целых положительных числах. Доказательства этой теоремы, как известно, П.Ферма не оставил; впрочем, справедливость великой теоремы Ферма для некоторых частных случаев была установлена уже давно: сам Ферма доказал отсутствие нетривиальных решений уравнения хn + yn = zn при 
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 (1839 г). Хотя утверждение теоремы не представляет большого интереса для математической науки, многочисленные (хотя и безуспешные) попытки её доказательства обогатили математику и смежные области многими полезными методами и фактами.

      4.3. Примеры (Задачи из банка заданий МГУ им. М.В.Ломоносова, [23]).  

1) Найти все целочисленные решения уравнения 
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Решение. Запишем уравнение как квадратное относительно переменной х:
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Вычислим дискриминант 
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или, после упрощений,
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 , так что оказалось   
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Теперь решения возможны в том и только в том случае, когда 
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.Следовательно, мы получаем систему двух диофантовых линейных уравнений
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Первое из них – однородное; согласно п. 3.3,   можно записать его общее решение в виде 
[image: image295.wmf].
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 Теперь из второго уравнения системы получаем 
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- любое действительное число. Итак, совокупность всех решений данного уравнения имеет вид 
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2) Доказать, что число 
[image: image299.wmf]3
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  является иррациональным.

Решение. Предположим противное: данное число является рациональным, так что 
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 и 
[image: image302.wmf]n

- некоторые натуральные числа. Тогда 
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 и 
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 на простые множители, и выделим в составе разложения числа 
[image: image307.wmf]m

 множитель  
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 множитель 
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 (возможно, что хотя бы одно из целых неотрицательных чисел х и у окажется равным нулю).  Теперь в разложении обеих частей уравнения 
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 на простые множители присутствуют: в левой части  
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Согласно теореме 1 п.3.3   последнее уравнение не может иметь натуральных решений. Следовательно, предположение о том, что число является   
[image: image316.wmf]3
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 рациональным – ложно и утверждение доказано.

3).Задача из открытого сегмента КИМ ЕГЭ . Решите в натуральных числах уравнение    


[image: image317.wmf]25
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где m > n .

     Решение.  Запишем уравнение в виде 25n +25m = mn , где m и n натуральные числа и  m>n. Данное уравнение не является  диофантовым (в его правой части содержится произведение искомых неизвестных), но предлагаемое его решение будет связано с вопросами делимости натуральных чисел, и, следовательно, примыкает к вопросам, обсуждаемым в настоящей главе. 

Возможны  случаи:

1) n = 25 равенство, но тогда исходное равенство неверно;

2) 
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, а  тогда можно выразить неизвестную m через п в виде
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так что 
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При этом   т должно быть натуральным числом, т.е.    
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Таким образом, натуральные значения п, 
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,  следует подбирать так, чтобы соответствующие  значения т, а вместе с ними и дробь
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были натуральными числами. Следовательно,  числа 
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 должны быть делителями числа 625, а это возможно при 

1) n − 25 = 1, откуда  
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2) n − 25 = 5, откуда  
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3) n − 25 = 25, откуда  
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4) n − 25 = 125, откуда  
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5) n − 25 =625,  откуда  
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С учётом условия 
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 получаем два решения:   m = 650, n = 26 и m = 150, n = 30.

       4.4.Задачный материал. 

1. Для газификации жилого дома требуется проложить газопровод протяженностью 150 м. Имеются трубы 13 м и 9м длиной. Сколько требуется труб, чтобы не приходилось их разрезать при прокладке газопровода.
2. Надо разлить 1500 т. нефти в цистерны емкостью в 50 т. и 80 т. так, чтобы все использованные цистерны были полными. Сколько цистерн той или другой емкости потребуется?
3. По условиям трудового договора, официанту за каждый час работы платят 10 р. и высчитывают 2 р. за каждую разбитую тарелку. На прошедшей неделе он заработал 180 р. Определите, сколько часов он работал и сколько разбил тарелок, если известно, что он работает не более 3 ч в день.
4. Школа получила 1 млн. руб. на приобретение  учебного оборудования  (на всю сумму без остатка). Администрации школы предложили закупить три вида оборудования  стоимостью 3000, 8000 и 12000 руб. за единицу. Сколькими способами школа  может закупить это оборудование? Выбрать один из способов.
 5. На складе имеются гвозди, упакованные в ящики по16кг,17кг и 40кг. Может ли кладовщик отпустить 140 кг гвоздей, не вскрывая ни одного ящика ?

       4.5. Рeшение диофантовых уравнений имеет не только теоретический интерес. С помощью диофантовых могут быть смоделированы некоторые задачи физики, астрономии, экономики, биологии (генетики). Диофантовы уравнения тесно связаны с  содержанием вузовского курса алгебры и теории чисел Свой вклад в развитие их теории внесли П.Ферма, Л.Эйлер, Ж.Л.Лагранж, К.Ф.Гаусс, П.Л.Чебышев и другие.


5. Эффективные и неэффективные решения для классов

 алгоритмически разрешимых задач

  Как отмечалось выше,  алгоритмическая неразрешимость означает лишь отсутствие единого способа для решения всех единичных задач данной бесконечной серии, в то время как могут быть решены своим индивидуальным способом  не только отдельные  задачи серии, но и целые подклассы задач этого класса. Поэтому, если проблема неразрешима в общем случае, нужно искать ее разрешимые частные случаи. 

        Проиллюстрируем сказанное на примере класса алгебраических уравнений 
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-ой степени (
[image: image337.wmf]1

³

п

):

                                            
[image: image338.wmf]0

...

0

1

=

+

+

+

a

x

a

x

a

n

n

;

ограничимся случаем действительных коэффициентов уравнения 
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, но решения (в радикалах) будем искать, вообще говоря, в поле комплексных чисел.   
       5.1. Частные случаи классов линейных и квадратных уравнений относятся к алгоритмически разрешимым.  В 16 веке была (Дж. Кардано) установлена алгоритмическая разрешимость уравнений третьей степени.  Речь идёт о так называемых формулах Кардано, а по – сути – алгоритме решения уравнения 
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Можно считать 
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 EMBED Equation.3  [image: image344.wmf]1
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, иначе обе части уравнения можно поделить на 
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.

      Основные шаги алгоритма будут следующими. 

1) Сведение уравнения к трехчленному
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путём замены переменных 
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 INCLUDEPICTURE "http://www.resolventa.ru/sprris/algebra/cardano/card8.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image349] [image: image350]
2) Поиск решения трехчленного уравнения в виде 
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так что уравнение становится квадратным относительно 
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В результате приходим к формулам 
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или (что то же самое)
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В итоге получаем
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где      
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   - дискриминант кубического уравнения.

        Замечание. Двузначность квадратного корня в поле комплексных чисел уже учтена различными знаками  перед  
[image: image358.wmf]D

 в записях двух (равнозначных) результатов для у; выбрав одну из предложенных форм записи, ставим соответствующий (уже определённый) знак перед 
[image: image359.wmf]D

. Многозначность (вообще говоря, три комплексных значения) корня кубического следует учитывать в ответе. Здесь возможно следующее:

а)наличие трех действительных различных корней кубического уравнения;

б)наличие трех действительных корней, среди которых один – двукратный;

в) трехкратный действительный корень;

г) два комплексно-сопряжённых корня и один действительный корень. 

        5.2. Обращаясь к истории вопроса, отметим, что дальнейшие поиски алгоритмов решения алгебраических уравнений высших степеней в общем случае ни к чему не привели. Исключение составили уравнения четвертой степени. Здесь имеются так называемые формулы Л.Феррари. Эти формулы получаются на основе алгоритма построения по уравнению четвертой степени ассоциированного с ним специального кубического уравнения, и  - уже с использованием его корней - решения двух квадратных уравнений. 

      Для уравнений пятой и более высоких степеней были получены результаты в случаях некоторых специальных классов.  В 1826 году норвежский математик Абель доказал, что нельзя вывести формулы для решения уравнений пятой степени и выше. 

      5.3. Следующий пример даёт повод для обсуждения эффективных и неэффективных путей решения задач

Пример 1. Решить уравнение 
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Если следовать формулам Кордано, то при 
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и дискриминант
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то есть
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Дальнейшее решение связано с извлечением кубического корня; напомним, что 

для комплексного числа 
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sin

(cos

j

j

i

r

z

+

=

, представленного в тригонометрической форме, значения корня п-ой степени (
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при этом 
[image: image369.wmf]n
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 следует понимать как арифметическое значение корня.

       Таким образом, предстоит ещё извлечение корней кубических (в поле комплексных чисел), в силу чего возникает вопрос об эффективности метода для данного конкретного уравнения. 

       В то же время уравнение 
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так что 
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тогда как уравнение  
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       Итак, предложенный элементарный путь разложения многочлена на множители оказался более эффективным в сравнении с алгоритмом Кордано.

       Уточним последнее понятие. Способ решения задачи (алгоритм) назовём эффективным, если 

-он позволят получить решение задачи за наименьшее (в сравнении с другими способами) количество шагов (операций);

или  (и)

- этим способом (посредством этого алгоритма) достигается в наиболее простой форме результат, дающий ответ непосредственно на вопрос задачи.

        При выборе одного из нескольких возможных алгоритмов следует обращаться к тому, который обеспечивает эффективное решение. Довольно часто алгоритм решения задач широкого класса приводит (в ряде случаев) к  неэффективному решению, тогда как частный алгоритм (алгоритм, «обслуживающий» более узкий класс задач) или специальный приём обеспечивают эффективное решение.

       В связи с формулами Кордано приведем еще один пример: решить уравнение 
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       Один корень уравнения легко угадывается: 
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 Запишем тогда уравнение в виде 
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     Если же воспользоваться формулами Кордано при  
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 так что 
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или 
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Поскольку  
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, то имеем следующие значения корня кубического корня: 
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Получаем соответственно значениям 
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имеем
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Преобразуем  
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  к виду 
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или 
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       Далее, 
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       Наконец, 
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то есть 
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       Таким образом, по формулам Кардано получены те же, что и прежде,  значения корней уравнения (отличие лишь в их нумерации). Мы видим, что соответствующий алгоритм Кардано содержит значительно большее число операций (а также значительно больший объём опорной информации), чем вышеприведенный элементарный алгоритм разложения на множители. Следовательно, в данной задаче решение по формулам Кардано оказывается неэффективным.

      5.4. Пример другого характера – алгоритм вычисления площади треугольника   по формуле Герона.  Так, треугольник со сторонами 
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и, если следовать соответствующему алгоритму (формуле), то  его площадь 
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будет равной
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то есть  получаем ответ в «непрозрачном» (неупрощённом) виде.

         В то же время на основании теоремы косинусов 
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Поэтому 
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Теперь 
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      Таким образом, предложенный способ (в отличие от универсального алгоритма Герона) является эффективным.

6.Эффективные решения алгебраических уравнений:

задачный материал

        6.1.  Использование делимости многочленов.     Приведём несколько заданий на применение эффективных способов решения алгебраических уравнений. Если один корень 
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 найден подбором, то многочлен 
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может быть представлен в виде произведения разности 
[image: image425.wmf]0
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 на некоторый многочлен 
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степени, на единицу меньшей исходной. Этот многочлен может быть найден путём деления «углом» данного 
[image: image427.wmf])
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 на указанную разность; процесс деления может быть ускорен с помощью так называемой схемы Горнера (демонстрируется ниже). Если корень многочлена  
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 также может быть найден подбором, то процесс деления следует повторить.   

        Поскольку на каждом таком шаге степень делимого уменьшается, то соответствующий алгоритм сходится. Отметим, что термин «алгоритм» здесь применён условно: строго говоря, здесь отсутствует свойство массовости, поскольку нет критерия того класса  уравнений, для которых корень может быть угадан. Можно, однако, руководствоваться следующим утверждением, вытекающим из теоремы Виета для алгебраических уравнений  произвольной степени: если уравнение  
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, обладает целым корнем, то этот корень содержится среди делителей свободного члена.

       6.2.Примеры.
  1. Решить уравнение 4x 3 –19 x 2 +19x +6 = 0.
     Для начала методом подбора попытаемся найти один из корней. Корнем многочлена, как легко проверить, является число 
[image: image431.wmf]2
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,   а значит, исходный многочлен должен делиться нацело на 
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. Для того, чтобы выполнить деление многочленов, воспользуемся следующей схемой Горнера. 

     Рассмотрим таблицу, в верхней строке которой записаны коэффициенты многочлена, а первой ячейке второй строки записан найденный нами корень 
[image: image433.wmf]2

0

=

х

:

	
	4
	-19
	19
	6

	2  
	
	
	
	


Теперь во вторую строку вносим пишутся коэффициенты многочлена, который получится в результате деления. Они считаются так:
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	-во вторую ячейку второй строки запишем число 4, просто перенеся его из соответствующей ячейки первой строки; 

- далее выполняем операцию вида 

2 ∙ 4–19 = –11 

и заносим результат в следующую ячейку;

- затем повторяем действия указанного вида 

2 ∙ (–11) + 19 = –3 

и заполняем следующую ячейку; 

наконец, 

2 ∙ (–3) + 6 = 0.
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Число в крайней правой ячейке – это остаток от деления, а числа, содержащиеся между теми, что в крайних ячейках – это коэффициенты многочлена-частного. Получили, таким образом, частное в виде 

                                                       4x2 – 11 x – 3
Итак,  мы исходный многочлен разложили на множители:

4x 3–19 x 2+19 x+6 = (x–2)(4 x 2 – 11x–3)

Осталось найти корни квадратного уравнения

                                            4x2 – 11 x – 3=0; имеем   
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Таким образом, найдены три действительных различных корня: 
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 EMBED Equation.3  [image: image437.wmf]3
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2. Решить уравнение   
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Решение. Подбором определяем корень уравнения 
[image: image440.wmf]2
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 и выполняем деление многочлена 
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. В результате применения схемы Горнера получаем таблицу
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Следовательно, частное от деления приобретает вид 
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Теперь имеем разложение на множители 
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и остается решить уравнение
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Повторяем шаги алгоритма применительно к полученному уравнению.  Легко находим корень  
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Частное от деления – квадратный трехчлен 
[image: image450.wmf]3
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. Итоговое разложение исходного многочлена на множители приобретает вид
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Таким образом, остаётся решить уравнение
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его корнями являются числа 
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. Приходим к следующему ответу: 
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       6.3.Эффективная замена переменных – средство решений многих алгебраических уравнений высших степеней. Продемонстрируем это средство на примере симметрических (возвратных) уравнений. Речь идёт об уравнениях, в которых коэффициенты членов, равноудаленных от начала и конца, равны между собой. Например, симметрическое уравнение третьей и четвёртой степени, соответственно,  имеют вид
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Ясно, что 
[image: image459.wmf]0
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 не удовлетворяет такому уравнению.    Симметрическое уравнение имеет следующее (легко проверяемое) свойство: если отличное от нуля число 
[image: image460.wmf]х

 является его решением, то обратное ему число 
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 также является его решением.   

Уравнение третьей степени может быть преобразовано путём разложения левой части на множители:
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Теперь остаётся решить линейное и квадратное уравнения.

     Обратимся к уравнению четвертой степени. Здесь может быть предложен следующий алгоритм решения. 

1)Поделим обе его части на 
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2)Группируем члены с равными коэффициентами:


[image: image465.wmf].

0

)

1

(

)

1

(

2

2

=

+

+

+

+

c

x

х

b

x

х

а


3) Вводим замену переменных 
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4) Решаем квадратное уравнение
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5) По найденным значениям  
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  определяем значения 
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 из уравнений вида 
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Продемонстрируем, как реализуется этот алгоритм на следующем примере: решить уравнение 
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Уравнение относится к классу симметрических. Реализуем пошаговый алгоритм.

1. Приводим уравнение к виду

2) Группируем члены:
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3)Вводим замену переменных: 
[image: image477.wmf]x
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4)Получаем и затем решаем квадратное уравнение с новой переменной:
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5) По найденным значениям  
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  определяем значения 
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 из уравнений:
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б)    
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      6.4. Следующие задания могут быть предложены учащимся для самостоятельного решения.
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4) 
[image: image490.wmf].
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Глава 4. РЕДУКЦИЯ. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ АЛГОРИТМИЗАЦИИ И РЕДУЦИРОВАНИЯ

      В данной главе мы обсуждаем концепции

- алгоритмизации  как  этапа решения задачи, состоящей в нахождении (по формулировке условия) алгоритма ее решения;
- редуцирования, то есть сведения задачи к более простой и алгоритмически разрешимой, либо последовательности таких задач. 
1.Базовые понятия нечёткой  логики

      Математическая теория нечетких множеств (fuzzy sets) и нечеткая логика (fuzzy logic) как обобщения классической теории множеств и классической формальной логики возникли ввиду необходимости проведения нечетких и приближенных рассуждений при описании систем, процессов, объектов; см. [22].
         1.1. Математический аппарат. Характеристикой нечеткого множества 
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 выступает функция принадлежности 
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   нечеткому множеству 
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  представляет собою обобщение понятия характеристической функции 
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 принимает значение, равное 1 при 
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 и значение, равное 0 - в противном случае. Функция же принадлежности 
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 по определению может принимать любые значения  в 
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, при этом чем «увереннее» можно утверждать принадлежность  
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   нечеткому 
[image: image504.wmf]A

, тем ближе к единице значение 
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[image: image508.wmf]0

)

(

=

х

A

m

 - отсутствие принадлежности.

      Теперь уточним понятие нечёткого множества, определив его как множество всех пар следующего вида: 
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(

/

{

х

x

A

A

m

=

.  

      В качестве примера рассмотрим значения так называемой нечёткой переменной «высокий балл, полученный на ЕГЭ». В качестве «области рассуждений» будет выступать шкала баллов от 0 до 100. Нечеткое множество для понятия «высокий балл» может выглядеть следующим образом:
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Несомненно, что результат в 10, 20  или 30 баллов нельзя признать высоким; результат, например, в 50 баллов стабильно слабый учащийся признает высоким, тогда как для других он таковым не покажется. Результат в 70 баллов скорее следует признать высоким, нежели низким или средним, а результат в 80 баллов – достаточно высоким. Далее, 90 и 100 балльные результаты –определённо высокими. Приведённый пример можно интерпретировать как совокупность экспертных оценок полученного (в баллах) результата ЕГЭ, где наблюдается некоторый разброс (субъективизм) мнений,  в чём, собственно и состоит нечёткость задания соответствующего множества.

       Операции пересечения (принадлежность обоим данным множествам) и объединения множеств (принадлежность хотя бы одному из данных множеств) для нечетких множеств определяются с помощью функции принадлежности следующим образом: 
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С понятием нечёткого множества тесно связано понятие множества нечетких высказываний, то есть высказываний,  функция истинности каждого из которых принимает значения в 
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. Нечётко-логический вывод – это процесс получения нечетких заключений на основе нечетких условий или предпосылок.

     1.2. Структурные компоненты понятия «нечёткость». В вопросах применения нечёткой логики в качестве основных компонентов понятия «нечеткость»  можно рассмотреть следующие: недетерминированность выводов,  многозначность знаний,  неточность и ненадежность знаний и выводов, неполнота знаний и немонотонная логика.

       1)Недетерминированность выводов - характерная черта большинства интеллектуальных информационных систем. Суть её в том, что путь решения конкретной задачи в пространстве ее состояний заранее определить невозможно. В силу этой причины методом проб и ошибок выбирается некоторая цепочка логических заключений, согласующихся с имеющимися знаниями. В  случае, если она не приводит к успеху, организуется перебор с возвратом для поиска другой цепочки и т.д. 

     2) Многозначность знаний проявляется в неоднозначности интерпретации имеющейся информации. Это явление связано, например,  с многозначностью смысла слов, распознавания графических образов, фотоснимков и т.п.

    3) Неточность и ненадежность знаний и выводов. В ряде случаев (например, при проведении измерений)  количественные данные (знания) могут быть неточными. При этом существуют количественные оценки такой неточности (доверительный интервал, уровень значимости, степень адекватности и т.д.). В соответствии с этим нельзя говорить о надёжности выводов, сделанных на основании таких знаний.  Неточность может быть связана с объективными причинами (напр., несовершенство измерительных приборов), несоблюдения условий проведения замеров (повышенная или пониженная температура, влажность и т.п.) и т.д. 

      Ненадежность знаний в большей степени связана с субъективными причинами: вероятностной природой поступающих данных, недостаточной математической (логической) обоснованностью используемых правил и т.д. Она может относиться как к количественным, так и качественным показателям. Именно ввиду  ненадежности для оценки достоверности знаний нельзя применить двухбалльную шкалу (1 – абсолютно надежные, 0 – недостоверные). 

     4) Неполнота знаний и немонотонная логика. Классическая (формальная) логика исходит из предпосылки, согласно которой набор определенных в системе аксиом (знаний) является полным: каждый факт можно доказать, исходя из аксиом этой теории. Для полного набора знаний справедливость ранее полученных выводов не нарушается с добавлением новых фактов. Это свойство логических выводов называется монотонностью. Однако, реальные знания, закладываемые в экспертные системы, крайне редко бывают полными. Более того, любую базу знаний нельзя признать полной, так как процесс познания бесконечен. Например, все знания о квадратном уравнении над полем действительных чисел оказались неполными с открытием поля комплексных чисел. 

       В реальной жизни мы часто вынуждены изменять умозаключение или отказываться от него при появлении новых фактов. В качестве средств обработки неполных знаний, для которых необходимы немонотонные выводы, разрабатываются методы  немонотонной логики (немонотонная логика Маккарти и др.). Для получения логических выводов в системах с неполными знаниями вместо традиционной дедукции применяется так называемая абдукция – процесс формирования объясняющей гипотезы на основе заданной теории и имеющихся фактов. 

2. Редукция. Моделирование процессов выбора

алгоритма и редуцирования в терминах нечёткой логики

        2.1. Понятие редукции (от лат. reducere — приводить обратно, возвращать) в общем случае обозначает  исследовательский прием,  обеспечивающий сведение (преобразование) данных, сущностей, задач, понятий, предложений,  методов рассуждения и доказательства  к чему-то более простому и легче поддающегося точному анализу. Например, в математике решение задачи А может быть редуцировано к задаче В, если из решения задачи В может быть получено решение задачи А.  Редукция является эффективным средством познания практически во всех областях наук. 

      Сущность редукции как познавательного приема состоит в том, что для решения какой-то задачи исследователь старается свести ее к более простому варианту, разложить сложную структуру на составляющие элементы. 

      В математических задачах процессу редукции предшествует анализ задачи, то есть последовательность рассуждений, обеспечивающих «движение» от  искомых фактов к данным задачи. Анализ, таким образом, есть последовательность логических конструкций вида «для того, чтобы найти (доказать) А , достаточно знать (найти, доказать) В». Анализ успешно осуществлен, если в последнем звене цепочки В – это компонент условия задачи или известный (при выполнении условий задачи) факт.

        Стоит отметить, что в общем случае  анализ есть метод научного познания, состоящий в разложении изучаемого объекта на составные части, стороны, свойства и изучение их.
      В  применении к математическим задачам анализ сам по себе во многих случаях собственно решением или доказательством не является: он лишь указывает «направление»  редукции, то есть помогает свести  задачу к цепочке более простых задач. Выполнив анализ, мы устанавливаем:

а) какому классу К алгоритмически разрешимых задач принадлежит данная задача или те задачи-компоненты, к которым будет редуцирована данная задача;

б) какой  именно алгоритм (алгоритмы) к ней (к ним) применимы.

      Обычно вслед за анализом наступает этап синтеза. В общем случае синтез – это  логический прием, метод познания, соединяющий в целое отдельные элементы, стороны, свойства,  которые могли быть получены в результате анализа. Синтетический путь решения задачи - это  путь рассуждений, идущих  от данных задачи к искомым (устанавливаемым) фактам. Речь идёт о последовательности логических конструкциях вида «зная (доказав) В, мы можем определить (доказать)  А». В этом смысле синтетические конструкции обратны аналитическим. 

       Анализ и синтез, таким образом,  дополняют друг друга, составляя единый аналитико-синтетический метод.
        2.2. Говоря в п. 2.1 о логических приёмах или конструкциях, мы оставались в границах «чёткой» логики. Однако этап определения принадлежности задачи к определённому классу К алгоритмически разрешимых задач на практике не всегда непосредственно  осуществим (недетерминированность выводов). В ряде задач повышенной или высокой сложности (например, в задачах с параметрами) мы можем лишь говорить о нечёткой принадлежности задачи классу К. Здесь присутствуют рассуждения типа «задача р скорее принадлежит классу К, нежели классу L». В терминах нечеткой логики это означает, что 
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. Если исследователь (в нашем случае - учащийся) «выставляет» задаче р экспертную оценку 
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, то имеет смысл прилагать усилия, чтобы редуцировать задачу  р к некоторой алгоритмически разрешимой задаче из класса К. Будем говорить в подобных случаях, что задача р алгоритмически ассоциирована с классом   К.

         2.3.  В результате анализа некоторой задачи  р мы могли получить последовательность 
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 задач, к которым может быть редуцирована данная р. Возможна ситуация, когда каждая 
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 алгоритмически ассоциирована с некоторым классом 
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. В этом случае мы получаем декартово произведение классов 
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 и данная задача р будет алгоритмически ассоциирована с классом К. 

      Если удаётся обнаружить алгоритмы для  каждого из таких классов 
[image: image519.wmf]j

K

, то дальнейшее решение осуществляется посредством синтеза. Таким образом, процесс решения задачи может быть формализован в виде следующей схемы.

Схема алгоритмизации и редуцирования решения задачи

	           Условие задачи    
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    выявление принадлежности определенному классу задач 
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выявление чёткой принадлежности
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выявление нечёткой принадлежности
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переход к алгоритму
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обращение к ассоциированным алгоритмам,

выстраивание их комбинации
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реализация алгоритма
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последовательная реализация алгоритмов

	фиксация результата


       2.4. Смоделируем процесс поиска алгоритма решения и редукции на примере следующих трех задач с параметрами.

1) При каких значениях параметра а уравнение
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имеет единственное решение? Найти это решение.

2) При каких значениях параметра а парабола
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имеет единственную общую точку с осью абсцисс? Найти абсциссу этой точки.
3) При каких значениях параметра а прямая 
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 является касательной к параболе 
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 EMBED Equation.3  [image: image531.wmf]а
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      Введем следующие классы алгоритмически разрешимых задач:
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{исследование квадратного трехчлена},
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{линейная функция и линейное уравнение},
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{касательная к графику функции}.

     Обратимся к первой задаче 
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 Поскольку возможны случаи 
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 (дан квадратный трехчлен) и 
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 (линейная функция), то речь может идти об алгоритмической ассоциированности задачи с классами 
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 и 
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 соответственно. Очевидно, что в первом случае 
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 («чёткая» принадлежность), так что имеем в обоих случаях  детерминированность выводов.  

       Случай 1. Анализ: чтобы квадратное уравнение имело единственное решение (точнее, двукратный действительный корень), необходимо и достаточно, чтобы его дискриминант был равен нулю. Следовательно, имеем редукцию к следующей задаче: решить уравнение  
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, где D - дискриминант  квадратного уравнения.  Соответственно, выстраивается следующий алгоритм:

- выписать коэффициенты квадратного уравнения;

- сформировать дискриминант  D;

- решить уравнение 
[image: image543.wmf]0

=

D

;

- записать найденное (найденные) значение (значения) параметра а;

-подставить а в данное уравнение;

- решить полученное квадратное уравнение (уравнения);

- выписать в ответе найденные значения параметра а и соответствующие значения х.

        Теперь осуществляем синтез решения. Ключевым моментом служит рассмотрение уравнения   
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 EMBED Equation.3  [image: image545.wmf]0
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При найденном а  получим 
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 и, следовательно, 
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          Случай 2:  
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 Сразу же получаем линейное уравнение 
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          Во второй задаче (
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)  коэффициент перед 
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 отличен от нуля, поэтому высказываем гипотезу о её принадлежности классу 
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. В то же время речь идет об оси абсцисс (прямая) и,  по-видимому, касании, так что не исключено использование алгоритмов, соответствующих классам  классов 
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 и 
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. В результате анализа экспертная оценка «склоняется» всё-таки в пользу класса 
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, поскольку  парабола имеет одну общую точку с осью абсцисс тогда и только тогда, когда квадратное уравнение 
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 имеет  единственное решение. 

       Таким образом,  выстраивается алгоритм, подобный использованному в случае 1)  решения задачи 
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 Синтез состоит в нахождении дискриминанта 
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При каждом из найденных значений 
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 находим абсциссу общей точки параболы и оси ОХ:
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      Обратимся к задаче 
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Предположительно (судя по условию) 
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 - задача на тему «касательная к графику». В то же время, анализируя задачу, приходим к заключению,  что  ситуация касания прямой  с уравнением вида  
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 EMBED Equation.3  [image: image570.wmf] и  параболы  означает, в частности,  наличие ровно одной их общей точки, так что система уравнений прямой и параболы имеет ровно одно решение. Поэтому «первичная экспертная оценка» может выглядеть следующим образом: 
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Обратимся теперь к алгоритмам, соответствующим классам  
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 и 
[image: image573.wmf]1

K

. В первом случае предстоит реализовать следующее условие касания:
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во втором – потребовать, чтобы уравнение  
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имело единственное решение.  Второй случай представляется более  «экономным» (алгоритм эффективнее), так что происходит переоценка:
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      На этапе синтеза решения, соответствующего алгоритмам класса  
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 - дискриминант уравнения
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Имеем  
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Глава 5. СТОХАСТИЧЕСКАЯ СОДЕРЖАТЕЛЬНО-МЕТОДИЧЕСКАЯ ЛИНИЯ КАК СРЕДСТВО ФОРМИРОВАНИЯ ПРОГНОСТИЧЕСКИХ УМЕНИЙ
                                                 1. Стохастическая линия

          1.1. К важнейшим метапредметным результатам изучения курса математики относятся прогностические умения. Они формируются средствами  стохастической линии.  На первом этапе учащийся овладевает умениями прогнозировать события в нечетком формате («маловероятно, весьма вероятно, практически наверняка»). Второй этап связан с наличием определенной совокупности числовых данных – здесь возможно численное прогонозирование, т.е. в форме нахождения вероятности события.   Прогностические умения выходят за рамки учебного предмета «Математика» и  группы связанных с математикой учебных предметов, и являются, следовательно, метапредметными. Они  могут быть реализованы, во многих случаях, в рамках следующей схемы:

наблюдение
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сбор данных
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выдвижение гипотезы

 и анализ вариантов 
[image: image586.wmf]®

прогноз

Такая схема используется, например, при формировании пакета акций, вложении средств в определенные виды валюты, построении метеопрогнозов, прогнозировании состояния рынка труда к моменту окончания профессионального обучения и др.

          В основе данной схемы  прогнозирования лежит свойство устойчивости относительной частоты события А
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(где n – число проведённых опытов, а  
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  - число  наступлений события А), которое находит прежде всего эмпирическое обоснование: практика показывает, что с ростом числа однотипных опытов относительная частота приобретает свойство устойчивости, колеблясь относительно некоторого  числа   
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. Вместе с тем, данное свойство имеет математическое подтверждение в форме так называемого закона больших чисел Бернулли. А именно, если событие А  имеет вероятность  
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то есть практически достоверно можно утверждать, что отклонение относительной частоты от вероятности события будет заданно мало при достаточно большом количестве опытов.

      1.2. Стохастическая содержательно-методическая линия, сравнительно недавно введенная в школьный курс математики, занимает в нем особо важное место, так как, с одной стороны, является неотъемлемой составляющей «реальной» математики, а с другой – обладает уникальным потенциалом для реализации объективно существующих внутрипредметных связей. В свою очередь, реализация таких связей способствует формированию у учащихся целостного представления о математике как науке, «переносу» знаний и умений из одного раздела изучаемой дисциплины в другой, порождает возможности использования математических методов и алгоритмов в новых условиях.

      С этой точки зрения, наиболее плодотворным здесь является этап обобщающего повторения и, в частности, подготовки к ОГЭ и ЕГЭ, который в наибольшей степени отвечает цели расширения, обобщения, систематизации и углубления знаний, установления тех связей и отношений между элементами знаний, которые не были раскрыты ранее. 

                                     2. Комбинаторные принципы
     Перечислительной комбинаторикой называется раздел математики, изучающий задачи нахождения количества всевозможных конечных подмножеств данного множества, если эти подмножества обладают заданной характеристикой.

        2.1.    Одной из простейших является задача нахождения количества всевозможных упорядоченных наборов (называемых также кортежами длины n)  вида     
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Кортежи длины 
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 т.е. наборы вида (
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) называются упорядоченными парами; кортежи длины 3 – упорядоченными  тройками и т.д.

Обозначим через  
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 количество элементов конечного множества М.

«Правило умножения» состоит в следующем: количество 
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 всех упорядоченных пар вычисляется по формуле 
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. В общем случае количество 
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всех кортежей длины  n  вычисляется в виде
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 Рассмотрим произвольную совокупность (множество) из N элементов и всевозможные его подмножества, содержащие k элементов; 
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; такие подмножества будем также называть соединениями. 

Упорядоченные соединения (то есть такие подмножества, в которых  важен порядок следования элементов) называют размещениями. 

Обозначим символом 
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 произведение 
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 последовательно записанных натуральных чисел от 1 до N.
  Число всевозможных размещений из N по k элементов вычисляется по формуле
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Например, число 
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 размещений  из N  элементов по два есть 
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           В частности, размещения из N по k элементов называют перестановками; число всевозможных перестановок из N элементов есть
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Неупорядоченные соединения (т.е. такие подмножества, в которых порядок следования элементов неважен) называют сочетаниями; число всевозможных сочетаний из N по k есть 
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Например, число сочетаний  
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  из N  элементов по два есть 
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        2.2. Бином Ньютона.        Известные формулы квадрата, куба суммы могут быть обобщены следующим образом.

Теорема. Для любого натурального m имеет место соотношение 
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Следует обратить внимание на то, что в слагаемых  правой части разложения (4.1) степени  
[image: image616.wmf]a

 последовательно убывают от  m к нулю, а степени   
[image: image617.wmf]b

 возрастают от нуля к  m; степень каждого одночлена 
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 (от двух переменных)  равна показателю m степени бинома; коэффициенты членов, равноудаленных от первого и последнего слагаемых разложения – одинаковы. 

Числа 
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 здесь называют биномиальными коэффициентами.     Общий член суммы, т.е. слагаемое стоящее на k+1  месте, считают k-ым членом разложения и обозначают 
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          При 
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 из теоремы вытекает следующий интересный факт:

                                    
[image: image624.wmf].

2

...

1

2

1

0

m

m

m

m

m

m

m

m

C

C

C

C

C

=

+

+

+

+

+

-


Если вспомнить, что 
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 есть количество всех неупорядоченных  k-элементных подмножеств данного множества (содержащего всего m  элементов), то указанная сумма выражает собою количество вообще всех различных подмножеств данного множества. Итак,  число всех подмножеств множества, содержащего m  элементов, равно 
[image: image626.wmf].
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      2.3.Число элементов в объединении множеств.  Напомним, что объединением множеств 
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 и 
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 называется множество 
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 , каждый элемент которого содержится хотя бы в одном из множеств 
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 или 
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, т.е. содержится или в 
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, или в 
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 , или в обоих этих множествах. Общая же часть 
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 этих множеств называется их пересечением.

Теорема 1. Если конечные множества 
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 и 
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 имеют пустое пересечение, то количество элементов 
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Теорема 2. Если конечные множества 
[image: image638.wmf]A

 и 
[image: image639.wmf]B

 имеют непустое пересечение, то 
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                                   3. Вероятность случайного события

      3.1. Задачи с решениями.

Задача 1. Какое максимальное число шестизначных телефонных номеров может быть в городской телефонной сети?

Р е ш е н и е.  Имеем кортежи длины k=6 , в которых каждый элемент принадлежит множеству  G={0,1,2,...,9}, содержащему m=10 элементов. Следовательно,  число таких кортежей 
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. Однако телефонного номера, состоящего сплошь из нулей, обычно не бывает. Следовательно, искомое число номеров равно 
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–   1=999999.

Задача 2. Сколькими способами можно расставить на полке 6 книг, если

 а) две определенные книги должны всегда стоять рядом, 

б) эти две книги не должны стоять рядом?

       Р е ш е н и е. а) Пару книг, которые должны стоять рядом, условимся пока рассматривать как одну книгу. Тогда нужно расставить 5 книг по пяти местам, что можно сделать 
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 способами. Учитывая теперь порядок расположения  тех двух книг, которые мы посчитали за одну, имеем 
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 перестановок между ними Согласно принципу умножения, получаем окончательно число способов 
[image: image645.wmf]240
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б) Способов переставить 6 книг существует 
[image: image646.wmf]6
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=720 , но из них, как установлено в п.а) существует  240 способов поставить определенные книги вместе. Следовательно, число способов поставить книги так, чтобы 2 заданные книги рядом не стояли, равно разности  720–240=480.
Задача 3. На заседании Думы из 6 возможных кандидатов выбирают председателя комитета, его первого и второго заместителя. Сколько существует способов формирования  руководящего состава этого комитета?

       Р е ш е н и е. Имеем кортежи длиной в 3 элемента  (упорядоченные тройки), составленные из элементов множества G, для которого  
[image: image647.wmf].
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 Следовательно, ищем количество размещений 
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Задача 4. Имеется 10 различных игрушек, из которых формируют комплекты подарков по три игрушки в каждом. Сколько таких различных комплектов можно сформировать?

      Р е ш е н и е. Имеем всевозможные неупорядоченные подмножества по 3   элемента из   10.  Ищем  количество сочетаний, т.е. 
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Итак, можно сформировать 120 различных комплектов подарков.

Задача 5. Найти 
[image: image651.wmf]n

 из уравнения 
[image: image652.wmf]1
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Р е ш е н и е. Воспользовавшись формулой числа сочетаний, запишем уравнение в виде
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или
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Сокращая дроби и сокращая обе части уравнения на  
[image: image655.wmf]1
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 (что можно делать, т.к. n>0), имеем

        (n+2)(n+3)–n(n+2)= 
[image: image656.wmf]3!
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, откуда    n+2=30, т.е.  n=28.

        3.2. Задачи для самостоятельного решения.
1.В отделении связи продают 10 видов конвертов и 5 видов марок. Сколькими способами можно купить конверт и марку к нему?
2.Сколько существует различных телефонных шестизначных номеров (номер 000000 исключить из рассмотрения)?

3.Шесть меломанов спешат занять очередь к филармонической кассе. Сколькими способами может быть сформирована такая очередь?

4. В субботу в классе должно быть 4  урока. Сколько можно составить субботних расписаний, если  всего имеется 10 учебных дисциплин.

5. Класс из 17 человек должен быть разделен на две подгруппы для изучения английского и французского языка, причем в «английской» группе должно быть 10 человек. Сколько существует способов формирования этой подгруппы, если сами учащиеся не высказывают никаких предпочтений по поводу выбора иностранного  языка?

6. На прилавке цветочного магазина – восемь гвоздик, восемь роз и три тюльпана. Сколько существует способов сформировать букет из трех гвоздик, четырех роз  и двух тюльпанов? 

7. Решить уравнение   
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[image: image658.wmf] Решить уравнение  
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9.  Сколькими способами в комитет школьного самоуправления можно выбрать трех человек из класса, в котором учатся 25 человек?

10. Пятеро друзей перепутали номерки, взятые в гардеробе. Сколькими способами они могут получить свою одежду?

4 . Вероятность случайного события

       4.1. События и их виды. Действия над событиями.  Основными (неопределяемыми) понятиями теории вероятностей являются понятия события и его вероятности. Основываясь на интуитивном представлении о событиях, будем подразделять  их на 

1) достоверные – наверняка происходящие при выполнении данного комплекса условий; каждое достоверное событие обозначим через U;

2) невозможные – которые наверняка не происходят при выполнении данного комплекса условий; обозначение: (.

3) случайные события А, В,... – те, что могут как произойти, так и не произойти при выполнении данного комплекса условий.

            Событие  А= A1 + A2 + … + An называется суммой конечного количества событий A1 ,  A2 ,… , An  , если А состоит в наступлении (в результате проводимого опыта) хотя бы одного из указанных событий. В частности , суммой двух событий  A1 и A2   называется событие, состоящее в наступлении или A1 или A2 или их обоих вместе.

          Произведением B = A1(A2(…(An конечного количества событий называется  событие,  состоящее в  совместном    появлении        (в результате 

опыта) событий A1 ,  A2 ,… , An . В частности , произведением двух событий  A1 и A2   называется событие, состоящее в наступлении и A1 и A2 .

        Очевидно, что введенные операции сложения и умножения событий подчинены законам коммутативности (переместительности), ассоциативности (сочетательности). Имеет место и дистрибутивный (распределительный) закон в следующем виде:

                                            (A1 + A2)A3 = A1A3 + A2A3.

        События A1    и  A2  называются  несовместными,   если          A1 · A2 = (. Другими    словами,   события несовместны,    если  они  не  могут  наступить одновременно (вместе).     Группа событий A1 , A2 , … , An называется полной, если  A1 + A2 + … + An = U,  т.е. в результате опыта наступает хотя бы одно из них. 

     Два   события     A    и    
[image: image660.wmf]A

       называют противоположными, если они         

несовместны и образуют полную группу.

             П р и м е р. Рассмотрим опыт однократного подбрасывания игральной кости и обозначим через  Aк  событие появления к очков на выпавшей грани (к=1,2,...,6). Поскольку совмещение двух различных результатов невозможно, то события  Aк      являются попарно несовместными. Наверняка появляется хотя бы одного из Aк , т.е. достоверно событие A1 + A2 + … + A6 ; значит  A1 , A2 , … , A6 образуют полную группу. В качестве противоположных можно рассмотреть события А=A1     и событие 
[image: image661.wmf]A

, состоящее в том, что число выпавших очков будет больше одного.

      4.2. Классическая вероятность.  Пусть  результатом некоторого опыта  является любой из n простейших исходов, и при этом события-исходы

  а) попарно несовместны;

  б) образуют полную группу;

  в) равновозможны, т.е. объективно ни один из  исходов не является        

  более возможным, чем любой другой.

В этом случае говорим, что задано пространство   
[image: image662.wmf]W

 элементарных исходов.

        Предположим, что количество всех элементарных исходов      
[image: image663.wmf])
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 = n, причем m из них благоприятствует  изучаемому событию A (т.е. в результате наступления каждого из этих исходов наступает и событие А). Тогда классической вероятностью события А называется число 
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       Очевидны следующие свойства классической вероятности:
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 для всякого случайного события 
[image: image669.wmf].
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Действительно,  в первом случае все исходы благоприятны, т.е. 
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    , так что  указанные  соотношенияочевидны; наконец,   
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    для всякого случайного события 
[image: image673.wmf]А

, а поэтому указанная двухсторонняя   оценка вероятности события имеет место.

        4.3. Вероятность суммы и произведения событий.  При вычислении вероятностей событий используют следующие формулы.
         1) Если события А и В несовместны (не могут произойти вместе), то
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   2) Если события А и 
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противоположны,  то
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   3) Пусть 
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 означают вероятность события B, вычисленную при условии, что A произошло (так называемая условная вероятность); тогда
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 Если же вероятность события B постоянна в условиях данного опыта (не зависит от наступления или ненаступления  A), то события  A и B называются независимыми; в этом случае
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4) Если A и B совместны, то
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5) В случае суммы п событий имеет место равенство 
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       4.4.Относительная частота события. Статистическая вероятность.    

       Если в результате проведения n опытов событие A появилось m  раз, то относительной частотой события A называют  число
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     Эмпирически обнаруживается, что с ростом количества опытов n относительная частота каждого события A приобретает свойство устойчивости, т.е. колеблется относительно некоторого числа p. Это число называется статистической вероятностью события A. 

      Математически точная формулировка свойства устойчивости и математическое его обоснование содержится в разделе теории вероятностей, называемом законом больших чисел.

     4.5.Геометрическая вероятность.    Рассмотрим следующий опыт: в некоторую ограниченную область Е бросается точка, причем попадания ее в любые части, имеющие одинаковую меру (например, площадь в случае плоских областей) считаются равновозможными.  Пусть событие А – ее попадание в область  A
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 – соответственно  меры   А и Е, то геометрической вероятностью события A будем называть число
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Для геометрической вероятности сохраняется, очевидно, оценка 
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 для всякого случайного события 
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. Заметим, что здесь равенства   
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  оказываются возможными и для некоторых случайных событий А. Так например, если   Е –квадрат,  а случайное  событие А – попадание точки на любую его диагональ, то  
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, поскольку диагональ имеет нулевую площадь .

4.6.Формула полной вероятности.  Предположим, что событие А есть результат наступления хотя бы одного из событий H1, H2, ..., Hn попарно несовместных и образующих полную группу, но при этом неизвестно, какое именно из  Hi наступит.    В этом случае события  H1, H2, ..., Hn  называют гипотезами по отношению к  А. Теперь справедливо соотношение (называемое формулой полной вероятности)
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 В частном случае двух гипотез  формула полной вероятности принимает  вид
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4.7. Формулы Бейеса. Пусть выполнены условия п.4.6 и при этом событие А наступило. Тогда вероятность того, что событие А оказалось следствием гипотезы именно Нk , определяется в виде
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 ,  k=1,2,...,n,                  

где Р(А)
[image: image696.wmf]0
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  –полная вероятность. Последние соотношения  называют формулами Бейеса.

     4.8. Повторение опытов. Формула Бернулли. Пусть один и тот же опыт повторяется n раз, и при этом вероятность наступления события А в каждом таком опыте остается неизменной, равной некоторому р; пусть 
[image: image697.wmf]р
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. Описанная ситуация независимых опытов называется схемой Бернулли. 

   Обозначим через Pn(k) вероятность того, что событие А появится ровно k раз в n опытах.  В этом случае говорят также о k  «успехах» в n опытах. Имеет место следующая  формула Бернулли:
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При выполнении тех же условий вероятность наступления события 
[image: image699.wmf]A

 в n опытах от 
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  раз, есть    
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5. Классическая вероятность: типовые задачи

      5.1. Задачи с решениями. 

Задача 1.  Подбрасываются два игральных кубика. Найти вероятность события А, состоящего в  том, что суммарное число выпавших очков не будет превосходить 4. 

      Р е ш е н и е. Элементарные исходы опыта можно интерпретировать как пары чисел (1, 1), (1, 2),…; попарная несовместность, полнота группы и равновозможность исходов очевидны.       Найдем общее число исходов опыта: п=36. Число благоприятствующих событию А исходов

исходов найдем простым их перебором: 1+1, 1+2, 1+3, 2+1, 2+2, 3+1, т.е.   
[image: image703.wmf]А

т

=6. Следовательно, на основании определения классической вероятности 
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Задача 2 . Имеются 10 предметов, среди которых ровно 5 меченых. Случайным образом извлекают 5 предметов. Какова вероятность, что все они меченые? 
       Р е ш е н и е. Элементарными исходами опыта являются всевозможные выборки – сочетания из 10 предметов по 5. Найдем общее число элементарных исходов:
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Благоприятным для события А  –   извлечения пяти меченых предметов  – будет единственный исход :
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Итак, 
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2 способ:  
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Задача 3.  В урне 6 белых и 4 черных шара. Наудачу извлекли два шара. Найти вероятность следующих событий:

а) оба шара белых;

б) только один шар белый;

в) хотя бы один шар белый.

Решение. а) Событие А –  оба извлеченных шара –  белые. Элементарные исходы опыта  –    выборки.

  1-й способ (с использованием комбинаторных формул). Так как набор из двух шаров неупорядочен, то число возможных исходов  
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 Число благоприятных исходов 
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(выбор двух шаров из шести белых).Следовательно,
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2-й способ (с использованием теоремы умножения). Рассмотрим события:      А1 - первый извлеченный шар - белый, А2 - второй шар - белый. Тогда  
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 При этом 
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б) Событие В –  только один извлеченный шар –  белый.

       Способ решения с использованием формул сложения и умножения. Рассмотрим события: А1  – извлечен первым белый шар, А2 – второй шар  – белый. Поскольку надо извлечь первым белый, а вторым – черный шар (событие 
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События 
[image: image720.wmf] 
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 несовместны. Следовательно,
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  в) C - хотя бы один шар белый.

  Способ с использованием формул сложения и умножения. 
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Задача 4.   На склад поступают детали  заводов № 1 и № 2. Первый завод производит 80% стандартных изделий, завод № 2  – 60%. Наудачу взяли по одной детали каждого завода. Найти вероятности следующих событий: а) обе детали стандартны; б) только одна деталь стандартна; в) хотя бы одна деталь стандартна.

Р е ш е н и е.  а) Событие А – обе детали стандартны. Введем события А1 – произведенная заводом № 1 деталь стандартна, А2 – деталь завода № 2 стандартна; следовательно, 
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б) Событие В – только одна деталь стандартна; 
[image: image726.wmf]2
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Тогда  
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в) С – хотя бы одна деталь стандартна; очевидно, что С = А1 + А2, причем события А1 и А2 – совместны; следовательно
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Задача 5.   По самолету выпущена ракета. Самолет может уничтожить ее с 

вероятностью 0,6.  Если   этого  сделать  не удается,    то    ракета  поражает 

самолет с вероятностью 0,8. Какова вероятность поражения самолета ракетой?

    Решение.  Поражение самолета – сложное событие С, состоящее в совместном наступлении события  А – неуничтожении ракеты и события В – поражения в этом случае самолета ракетой. Следовательно, С=АВ. Теперь 
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Перейдем к нахождению вероятностей. Событие А противоположно событию уничтожения ракеты, следовательно,
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Следовательно,
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Задача 6  ([21]). Из районного центра в деревню ежедневно ходит автобус. Вероятность того, что в понедельник в автобусе окажется меньше 22 пассажиров, равна 0,92. Вероятность того, что окажется меньше 11 пассажиров, равна 0,45. Найти вероятность того, что число пассажиров будет от 11 до 21.

   Решение. 1) Формализация модели. В очевидных обозначениях мы ищем 
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2) «Внутримодельное» решение. Имеем по формуле вероятности суммы двух несовместных событий       

                                    
[image: image742.wmf])

21

11

(

)

11

(

)

22

(

£

£

+

<

=

<

n

P

n

P

n

P

,

откуда


[image: image743.wmf])

11

(

)

22

(

)

21

11

(

<

-

<

=

£

£

n

P

n

P

n

P


или
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3) Интерпретация модели. Вероятность того, что автобус будет заполнен не меньше, чем наполовину, равна 0,47.

Задача 7.  На конвейер поступают 20 % изделий цеха № 1 и 80 % – цеха № 2. Вероятность брака для изделия из первого цеха Р1 = 0,1; для второго цеха – Р2 = 0,05.

 l) Какова вероятность, что наугад взятое изделие - бракованное ?

2) Случайно выбранное изделие оказалось с браком. Какова вероятность, что его произвел цех № 1 ?

Решение. Пусть А – событие, состоящее в обнаружении брака в случайно отобранном изделии. Возможны гипотезы: Н1 – выбранное изделие произведено цехом №1, Н2 – цехом № 2. Очевидно, что выполнены условия  несовместности и полноты группы Н1  и  Н2. Здесь Р(Н1) = 0,2; Р(Н2) = 0,8; 
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1)по формуле полной  вероятности    
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2)по формулам Бейеса для первой из гипотез
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      5.2. Задачи для самостоятельного решения 

1.По прогнозам экономистов, ежегодная инфляция не превысит заданного процента с вероятностью 
[image: image748.wmf]8
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. Какова вероятность того, что в течение всех трех ближайших лет оправдается указанный экономический прогноз?

2.В течение часа на сайт интернет-магазина заходит в среднем 5 человек. Вероятность того, что будет сделан заказ на товар для каждого из посетителей равна 
[image: image749.wmf]3

1

. Какова вероятность того, что в течение часа три из пяти посетителей сделают заказ?

3. В комплекте из десяти дискет ровно две заражены вирусом. Какова вероятность того, что обе наугад взятые дискеты окажутся без вируса?

4. Каждый из трех независимо работающих сигнализаторов своевременно сообщает о нарушении заданного режима работы реактора с вероятностью, соответственно, 
[image: image750.wmf].
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 Какова вероятность того, что при нарушении заданного режима работы ни один сигнал не поступит?

5. Среди пяти одинаковых по внешнему виду саженцев три-элитных. Наугад взяты два саженца. Какова вероятность, что оба элитных?

6. По данным социологов, в городе А данный кандидат в депутаты будет поддержан на выборах большей частью населения с вероятностью 
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; в городе  B - с вероятностью 
[image: image752.wmf]7
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. Какова вероятность, что на выборах кандидат одержит победу хотя бы в одном из городов А и В?

7. На пути автомобиля 4 светофора, каждый из которых может его задержать с вероятностью 
[image: image753.wmf]3
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. Какова вероятность, что автомобиль не будет задержан ни одним из светофоров?

8. Партия из пяти изделий забраковывается, если хотя бы одно из них окажется нестандартным. Каждое из производимых изделий удовлетворяет требованиям стандарта с вероятностью 
[image: image754.wmf]5
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. Какова вероятность, что партия будет забракована?

9.  Вероятности своевременной доставки денежного перевода в города А, Б равны соответственно 
[image: image755.wmf].
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 В каждый из этих городов отправлены по одному переводу. Какова вероятность того, что ровно в один из городов перевод будет доставлен своевременно?

10. Что вернее: выиграть у равносильного шахматиста три партии из шести, или четыре из восьми?

                                                         Заключение
     1. В условиях практико-ориентированной образовательной среды в технологиях обучения на первое место выходят приёмы анализа ситуаций, выстраивания плана действий (алгоритма), редукции (сведения новой задачи к известной или совокупности известных задач) и последующего осуществления (синтеза) решения; другими словами -  технологические приёмы, характерные для математической деятельности.  

2. Основным видом деятельности, обеспечивающим успешную реализацию  системно-деятельностного подхода в области математической подготовки, является специально организованное  и систематически осуществляемое обучение в виде разрешения разнообразных учебных задач -«задачный подход». В его составе мы рассматриваем две следующие основные процедуры: алгоритмизацию и редукцию.
3. Обучающихся следует ознакомить с примерами некоторых классов алгоритмически неразрешимых задач; в случае задачи такого класса 
[image: image756.wmf]K

 следует, вообще говоря, искать решение в его подклассах 
[image: image757.wmf]...
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4. При анализе задачи может возникнуть ситуация нечёткой (предположительной) принадлежности задачи некоторому классу К – алгоритмическая ассоциированность с классом К; в случае ассоциированности с несколькими классами осуществляют выбор класса с наибольшим значением функции принадлежности. 
5. При выборе одного из нескольких возможных алгоритмов следует обращаться к тому, который имеет наименьшую трудоёмкость, что при получении результата в наиболее простой форме   обеспечивает эффективное решение.

6.  В процессе синтеза осуществляется редукция задачи, что приводит к решению (последовательному решению) задачи (задач)  на основе известного алгоритма (известных алгоритмов).
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