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В данной статье рассматриваются свойства целой и дробной частей действительного числа и вопросы методики их изучения. Этот материал содержится в теме «Числовые функции», однако в школьной программе ему уделяется недостаточно  времени. Актуальность данного рассмотрения  возрастает в связи с включением соответствующих заданий  в КИМы ЕГЭ и материалы олимпиад.
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This article discusses the properties of the integer and fractional parts of a real number and questions of the methodology for their study. This material is contained in the topic "Numerical Functions", but theschool curriculum does not devote enough time to it. The relevance of this review is increasing in connection with the inclusion of relevant tasks in the KIMs of the exam and materials of the Olympiads.
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Изучение математики играет системообразующую роль в образовании, развивая познавательные способности человека, в том числе к логическому мышлению, влияя на преподавание других дисциплин. В профильных математических и технологических классах особое внимание уделяется системному изучению функции и её свойств. Обучаясь в классах данного профиля, дети приобретают привычку к проведению детального анализа любой предложенной задачи, исследовательскому подходу к учению.
В данной статье рассмотрим свойства целой и дробной частей действительного числа. Этот материал изучается в теме «Числовые функции», но в школьной программе ему уделяется недостаточно много времени. А в последнее время задания с применением определения целой и дробной частей числа и их свойств стали встречаться чаще: как в программном материале, так и в заданиях ЕГЭ, и заданиях, предлагаемых для проведения математических олимпиад.
 Функции целая и дробная части числа являются теми объектами, на примере которых можно продемонстрировать все свойства числовых функций, а в особенности показать исследование кусочно-заданной функции. Функция дробная часть числа является примером алгебраической функции, имеющей период, что немаловажно, т. к. говорить о периоде мы привыкли, только имея в виду тригонометрические функции, тем самым забывая, что понятие периода может быть справедливо для произвольно взятой числовой функции.

Графики целой и дробной части числа
Если даны числовое множество X и правило f, позволяющее поставить в соответствие каждому элементу x из множества X определённое число y из множества Y, то говорят, что задана функция y = f(x) с областью определения X.

   Чаще всего мы сталкиваемся с функциями, заданными аналитическим способом, т. е. с помощью формулы. Если же область определения функции разбита на части и на каждой из них задана своя формула, то такое задание функции называется  кусочным (т. е. речь идёт о кусочно-заданной функции).
Обычно графики таких функций представляют собой линию, состоящую из нескольких частей или объединение нескольких отдельных линий. Но есть функции, график которых состоит из неограниченного числа «кусков». Рассмотрим две такие функции, которые называются целая и дробная часть числа.

    Целой частью действительного числа x называется наибольшее целое число, не превосходящее данное x.

    Целая часть обозначается 
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   Функция 
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 также называется целой частью числа или функцией антье (антье от  фран.  entiere – «целый»).
   Разность 
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   Приведём примеры:
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   Заметим также, что  
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   Функция 
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 - дробная часть числа называется также функция мантисса (мантисса от лат. mantissa – «прибавка», этот термин впервые был использован Л. Эйлером для обозначения дробной части десятичного логарифма).

  Некоторые свойства, которыми обладают эти функции:
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    Доказательство:

Известно, что 
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Получим: 
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Аналогично доказывается, что

2. 
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3.     
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Следствие:   
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4.  
[image: image19.wmf][

]

[

.

),

1

;

0

,

Z

y

x

значит

y

y

x

Î

Î

=

+


5.  
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6.   
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Помимо данных свойств, функции целая и дробная часть числа используются для демонстрации построения графиков с помощью преобразований на плоскости, а функция 
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 служит примером алгебраической функции, имеющей период (Число Т
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0 называется периодом функции 
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, если для всех х из её области определения выполняется равенство 
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Вначале построим графики исходных функций 
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, а затем, с использованием определений целой и дробной частей и их свойств, более сложные.
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[image: image30.emf]
Рис. 1. График функции 
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[image: image34.emf]
Рис. 2. График функции 
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По графику видно, что периодом этой функции является любое целое число, а основной (т. е. наименьший) период равен 1.

Теперь построим следующие графики:

Задача 1.

Построить график функции 
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Построение: пользуясь правилами преобразования графиков, выполним параллельный перенос графика функции 
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[image: image39.emf]
Рис. 3. График функции 
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Задача 2.

Построить график функции 
[image: image41.wmf][

]

x

y

2

=

.

Построение: 2 – «коэффициент сжатия». 

Действительно,  если 
[image: image42.wmf][

]

[

]

.

.

1

2

,

1

2

1

;

0

2

,

2

1

0

д

т

и

x

то

x

если

x

то

x

=

<

£

=

<

£



[image: image43.emf]
Рис. 4. График функции 
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Задача 3.

Построить график функции 
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Построение: функции вида  
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 являются чётными. Воспользуемся свойством графика чётной функции, т. е. изобразим график функции 
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 и симметрично отобразим его относительно оси OY.
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Рис. 5. График функции 
[image: image50.wmf][

]

x

y

=


Задача 4.

Построить график функции 
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Построение: чтобы построить график функции 
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, надо построить график  
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 и все отрицательные значения функции заменить на им противоположные, т. е. воспользоваться определением модуля.
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Рис. 6. График функции 
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Задача 5.

Построить график функции 
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Построение: функция 
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 является периодической с основным периодом  
Т = 1. А период данной функции находится  Т1=
[image: image58.wmf]2

1

2

=

Т

. 


[image: image59.emf]
Рис. 7. График функции 
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Задача 6.

Построить график функции 
[image: image61.wmf]{

}

5

,

2

-

=

x

y

.

Построение: воспользуемся правилом преобразования графиков и переместим график 
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 на вектор 
[image: image63.wmf]{

}

0

;

5

,

2

a

r

. Заметим, что т. к. период функции 
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 равен 1, то смещение графика вдоль оси OX на целое число единичных отрезков никак не отразится на внешнем виде графика.
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Рис. 8. График функции 
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Задача 7. 
Построить график функции 
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Построение: т. к. 
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, т. е. график данной функции является графиком функции 
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Рис. 9. График функции 
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Задача 8 .
Построить график функции 
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Построение: учитывая, что
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получим: 
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[image: image76.emf]
Рис. 10. График функции 
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Задача 9.

Построить график функции 
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Построение: снова воспользуемся свойством чётной функции.
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Рис. 11. График функции 
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Задача 10.

Построить график функции 
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Построение: этот график можно построить, предварительно изобразив графики функций 
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 и найдя суммы соответствующих значений, получим следующий график.
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Рис. 12. График функции 
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Задача 11.

Построить график функции 
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Построение: 
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[image: image88.emf]
Рис. 13. График функции 
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Задача 12.

Построить график функции 
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Построение: воспользуемся определениями целой и дробной частей числа. 
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Построение графика выполняется для каждого интервала  
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Рис. 14. График функции 
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Задача 13.

Построить график функции 
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Построение:  
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Рис. 15. График функции 
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Задача 14.

Построить график функции 
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Построение: построим график функции 
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целое число), определим промежутки для аргумента.
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 Рис. 16. График функции 
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Решение уравнений, содержащих целую и дробную части числа

Теперь рассмотрим применение свойств целой и дробной частей действительного числа при решении уравнений.

Задача 1.

Решить уравнение: 
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 EMBED Equation.3  [image: image119.wmf]
Задача 2.

Решить уравнение: 
[image: image120.wmf].
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Решение: 
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Ответ: 
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Задача 3.

Решить уравнение: 
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Решение:
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Поскольку   
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Решениями уравнения   
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Таким образом,  
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Ответ: 
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Задача 4.

Решить уравнение:   
[image: image147.wmf].
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Решение:

Из условия следует, что  
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 Корнями последнего уравнения, по теореме обратной теореме Виета, являются числа  2 и 3.

Ответ:  
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Задача 5.

Решить уравнение:   
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Решение:
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Ответ: 
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Задача 6. 

Решить уравнение:   
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Решение:
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Оба неравенства удовлетворяют все  
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Задача 7.

Решить уравнение:   
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Решение:
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 По условию сумма этих 
[image: image178.wmf]n

 положительных чисел  
[image: image179.wmf][

]

[

]

[

]

nx

x

x

...

,

2

,

 равняется 1, т.е. 

       
[image: image180.wmf][

]

[

]

(

)

[

]

[

]

î

í

ì

=

=

-

=

=

=

,

1

,

0

1

...

2

nx

x

n

x

x


       
[image: image181.wmf](

)

î

í

ì

<

£

<

-

£

<

£

<

£

,

2

1

,

1

1

0

,

...

,

1

2

0

,

1

0

nx

x

n

x

x


       
[image: image182.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

<

£

-

<

£

.

2

1

,

1

1

0

n

x

n

n

x


Поскольку  
[image: image183.wmf],

2

³

n

 то  
[image: image184.wmf],

2

1

1

1

n

n

n

£

-

<

 откуда 
[image: image185.wmf].

1

1

1

-

<

£

n

x

n


Ответ: 
[image: image186.wmf].

1

1

;

1

÷

ø

ö

ê

ë

é

-

Î

n

n

x


Задача 8.

Решить уравнение:   
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Решение: 
Из условия выходит, что 
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Ответ: 2.

Задача 9.

Решить уравнение:   
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Решение:
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Задача 10.

Решить уравнение:   
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Решение:

Из условия следует, что  
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Задача 11.

Решить уравнение: 
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Решение.
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Таким образом, 
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Ответ: 
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Задача 12.

Решить уравнение: 
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Задача 13.

Решить уравнение: 
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Задача 14.

Решить уравнение: 
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Решение.

Положим 
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Учитывая, что 
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Полагая 
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Из последнего равенства следует, что:
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Возможными значениями k являются: -2; -1; 0; 1; 2. 

Тогда соответствующие значения х: 
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Задача 15.

Найти такое число х, если его дробная часть {x}, его целая часть [x] и само число х образуют арифметическую прогрессию.

Решение.

В арифметической прогрессии {x}, [x], x разность равняется {x}; [x] = 2{x}. 

Но по определению 
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, то есть [x] равняется нулю или единице.

В первом случае {x} = 0, x = 0; во втором 
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Ответ: 
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Задача 16.

Определите, сколько раз в последовательности  (an), заданной формулой  
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û

ù

ê

ë

é

+

=

2

1

5

n

a

n

, встречается число 20.

Решение.
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По определению целой части получим:
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Т.к.  
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Ответ: 
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