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Анализируются положения задачного подхода в области обучения математике. Выделены основные этапы решения математических задач. Предложено ознакомление обучающихся с проблемой алгоритмической разрешимости. В рамках реализации задачного подхода сделан акцент на две следующие ключевые процедуры: алгоритмизацию и редукцию. Введено понятие алгоритмической ассоциированности с классами разрешимых задач, и  поиск способа решения задачи смоделирован в соответствующих терминах. Понятие эффективного алгоритма адаптировано к процедуре алгоритмизации решения. Основные выводы работы проиллюстрированы примерами. Монография адресована исследователям в области образовательных инноваций, а также преподавателям математики.
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ALGORITHMIC SOLVABILITY AND REDUCTIONS 

 OF MATHEMATICAL PROBLEMS
 A.D. Nakhman
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    Abstract. The positions of the problem approach in the field of teaching mathematics are analyzed. The main stages of solving mathematical problems are identified. The familiarization of students with the problem of algorithmic solvability is suggested. Within the framework of the implementation of the problem approach, emphasis is placed on the following two key procedures: algorithmization and reduction.  The notion of algorithmic association with classes of solvable problems is introduced and the search for a method for solving the problem is modeled in appropriate terms. The concept of an effective algorithm is adapted to the procedure for algorithmizing the solution. The main conclusions of the work are illustrated by examples.

Введение
        Современное состояние образовательной среды характеризуется всё более активной цифрофизацией, то есть процессом внедрения цифровых технологий обучения и его материально-техническим обеспечением. Однако само по себе обращение к любой компьютерной программе есть ни что иное, как реализация некоторого алгоритма. Несравненно более сложные алгоритмы реализуются в процессе работы каждой компьютерной программы. В этой связи содержательно-методическая линия алгоритмов становится крайне востребованной   в  учебных дисциплинах  «Математика« и «Информатика». Учитывая её актуальность и новизну, можно высказать гипотезу об инновационности данной линии. В месте с тем всякая инновация должна зиждиться на научном, а в нашем случае -научно методическом- обеспечении. Необходимы также апробационный и внедренческий компоненты. Настоящая монография задумана и написана именно с целью ответа на соответствующие запросы системы школьного и вузовского образования. Точнее, здесь надо говорить о научно-методическом обеспечении процесса  обучении алгоритмам в курсе математики, реализуемом в системе «Школа-вуз». При этом возникают два аспекта: обучение первоначальным понятиям и фактам самой теории алгоритмов и обучение алгоритмам решения собственно математических задач. Оба эти аспекта отражены в настоящей работе. При её подготовке автор использовал ряд уже опубликованных работ (как собственных, так и в соавторстве). С целью расширения аудитории читателей в работу включён значительный объём задачного материала.
      Несколько слов об алгоритмах. Термин «алгоритм» происходит от «Algorithmi» – латинского написания имени Мухаммеда аль-Хорезми (787 – 850 гг.) выдающегося математика средневекового Востока. В книге "Об индийском счете" он сформулировал правила записи натуральных чисел с помощью арабских цифр и правила действий над ними. В дальнейшем алгоритмом стали называть точное предписание, определяющее последовательность действий, обеспечивающую получение требуемого результата из исходных данных;  алгоритм может быть предназначен для выполнения его человеком или автоматическим устройством. Однако только что данное описание алгоритма не может быть принято за его строгое математическое определение. Более того, все попытки дать определение алгоритму натыкаются на необходимость определения используемых при этом других понятий. Следовательно, остается считать, что алгоритм – это первоначальное, неопределяемое понятие.

\

Глава 1. Научные основы алгоритмизации решений задач

                                           1.Задачный подход

Методологической основой реализации требований Федеральных государственных образовательных стандартов (далее – ФГОС [1]) общего и высшего образования к результатам освоения фундаментальных дисциплин, и, в частности, курса математики, является системно-деятельностный подход [2].  Подход ориентирует обучающихся на самостоятельное осуществление алгоритма действий, направленных на получение знаний и решение поставленных перед ними задач.  
Так, одна из компетенций бакалавра (напр., бакалавра в области строительства; компетенция ОПК -1) связанная с его теоретической и фундаментальной подготовкой, предполагает способность «решать задачи профессиональной деятельности … на основе математического аппарата».
 Ограничиваясь далее рассмотрением математической подготовки в системе «школа-вуз», приходим к выводу, что видом деятельности, обеспечивающим успешную реализацию  системно-деятельностного подхода в области такой подготовки, является специально организованное  и систематически осуществляемое обучение в виде разрешения разнообразных учебных задач  -«задачный подход».         Если технологию системно-деятельностного подхода рассматривать как систему, то задачный подход является основной её подсистемой. Сформулируем те положения задачного подхода, которые представляются нам  наиболее важными с точки зрения принципов системности и деятельности ([3]):

-введение новых понятий предваряется постановкой некоторой задачи;

-новое знание формируется в процессе решения задачи;

- результатом решения является «выход» в сферу применений нового знания как в самой предметной области «Математика», так и в смежных дисциплинах, а также в практической деятельности;

- решённая задача порождает серию новых задач, что способствует расширению и углублению сформированного знания, формированию способностей к обобщению и систематизации результатов.

  Задачный подход является альтернативой традиционному знаниевому подходу, когда необходимый объём знаний передаётся в готовом виде, так что учащемуся  остаётся лишь осознать и запомнить полученную порцию информации; здесь  «единицей обученности» выступает некоторая единица информации. В то же время результат задачного подхода измеряется в таких единицах обученности, как интеллектуальное умение, способность давать ответы на соответствующие вопросы, применять   усвоенные способы деятельности в новых условиях. 

  Мы выделяем следующие этапы решения математических задач.
1) Осознание условия задачи, выделение его существенных моментов (устранение «шумов», избыточных данных и т.п.), формализация (введение обозначений данных и искомых величин), визуализация (запись с помощью схемы, таблицы т.п.).

2) Анализ задачи: выделение характерных признаков задачи, которые позволяют выбрать соответствующий алгоритм решения, составление плана решения на основе выбранного алгоритма.

3) Редукция - упрощение, сведение задачи к более простой (для которой известен алгоритм решения) или системе таких задач.
4) Синтез: осуществление плана, последовательное решение упрощенных задач.

5) Формирование и фиксация результата (ответа).

6) Интерпретация (какие выводы следуют из наших рассуждений, где и как их можно применить).

7) Рефлексия (анализ собственных действий, догадок и ошибок, самоконтроль, самоутверждение в данном виде математической деятельности).

                                     2.Алгоритмы и алгоритмическая разрешимость
Нам представляется целесообразным – в контексте задачного подхода – ознакомление обучающихся  (на том или ином уровне полноты и строгости) с вопросами алгоритмической разрешимости. 
Понятие «алгоритм», строго говоря,  относится к неопределяемым. Алгоритм  «в первом приближении» обозначает процедуру, позволяющую путем выполнения последовательности определенных элементарных шагов получать однозначный результат. Простой анализ любого алгоритма (от алгоритма решения математической задачи до алгоритма приготовления, скажем, борща), позволяет вычленить основные его признаки. Прежде всего, это наличие некоторого набора данных (входные данные), которому ставится в соответствие набор выходных данных. Далее, это система предписаний, по которым должно происходить соответствующее преобразование данных. Поэтому можно говорить об алгоритме как о конструктивно заданном операторе, преобразующем множество входных данных в множество соответствующих выходных данных  ([4], c.24).
Отличие алгоритма от любой пошаговой инструкции состоит в свойстве его массовости: алгоритм должен быть применим для некоторого класса 
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задач, различающихся только исходными данными. В свою очередь, задачи 
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 называются алгоритмически разрешимыми, а сам класс
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 – алгоритмически разрешимым. Требование массовости реализуется в виде дедуктивного пути решения. А именно, общие положения, разработанные для соответствующего класса, применяются к данной, конкретной задаче. Однако, как хорошо известно из теории алгоритмов, существуют классы алгоритмически неразрешимых задач: для каждого такого 
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 нельзя построить алгоритм, который обеспечивал бы  общее решение. Один из соответствующих примеров (его могут привести сами обучающиеся): класс алгебраических уравнений, то есть  уравнений  вида 
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Вместе с этим, обучающиеся должны понимать, что алгоритмическая неразрешимость в общей постановке не исключает возможности того, что разрешимы какие-то подклассы 
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задач данного класса 
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. В приведённом примере таким подклассом будет, скажем, множество 
[image: image9.wmf]1

K

   уравнений, сводящихся к квадратным путём подходящей замены переменных.

Справедливо и обратное утверждение: возможность решения частной задачи 
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алгоритмически разрешимым. 
Отметим в качестве примера, что алгоритмически разрешим класс задач дифференцирования элементарных функций, и это студентам представляется вполне естественным. Но уже при первичном ознакомлении с понятием неопределённого интеграла они обычно  недоумевают по поводу отсутствия некоторого единого правила (алгоритма) вычисления первообразной всякой элементарной функции и, более того, по поводу существования «неберущихся» интегралов. Ввиду данного обстоятельства обучающиеся приходят к выводу, что разрешимость класса задач 
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не означает, вообще говоря, разрешимости класса обратных задач. 
3.Редукция задач. Моделирование процедур выбора

алгоритма и редукции в терминах нечёткой логики

Процесс решения задачи есть последовательность нескольких видов деятельности, преобразующих в итоге «входы» (данные условия задачи) в «выходы» (ответы на вопросы задачи). Используемые при этом виды деятельности (методики) называются процедурами.  В рамках реализации задачного подхода мы рассматриваем две следующие основные процедуры:
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алгоритмизацию -  нахождение алгоритма решения данной задачи;

[image: image14.wmf]·

редукцию - упрощение, сведение задачи к той, для которой известен алгоритм решения, или системе таких задач.
Понятие редукции  в общем случае обозначает  исследовательский прием,  обеспечивающий сведение  (преобразование)   методов рассуждения и доказательства  к более простым и прозрачным. Например, задача А редуцируется  к задаче В,  если из решения задачи В может быть получено решение  А.
В математических задачах процедуре редукции предшествует анализ, то есть последовательность рассуждений, обеспечивающих «движение» от  искомых фактов к данным задачи. Анализ в данном контексте есть последовательность логических конструкций вида «для того, чтобы найти (доказать) Х, достаточно знать (найти, доказать) Y. Анализ успешно осуществлен, если в последнем звене цепочки Y – это компонент условия задачи или известный  факт.

В  применении к математическим задачам анализ сам по себе решением или доказательством еще не является: он лишь указывает «направление»  редукции, то есть помогает свести  задачу к цепочке более простых задач. Выполнив анализ, мы устанавливаем:

а) какому классу К алгоритмически разрешимых задач принадлежит данная задача или те задачи-компоненты, к которым будет редуцирована данная задача;

б) какой  именно алгоритм (алгоритмы) к ней (к ним) применим (применимы).

Обычно вслед за анализом наступает этап синтеза. В общем случае синтез – это  метод познания, соединяющий в целое отдельные элементы, стороны, свойства,  которые могли быть получены в результате анализа. Синтетический путь решения задачи - это  путь рассуждений, идущих  от данных задачи к искомым (устанавливаемым) фактам. Речь идёт о последовательности логических конструкциях вида «зная (доказав) Y, мы можем определить (доказать)  X». В этом смысле синтетические конструкции обратны  аналитическим. 

Анализ и синтез, таким образом,  дополняют друг друга, составляя единый аналитико-синтетический метод решения.
Говоря выше о логических приёмах или конструкциях, мы оставались в границах «чёткой» логики. Однако, непосредственное обнаружение класса К алгоритмически разрешимых задач, которому принадлежит данная задача р, на практике не всегда  осуществимо. Данное обстоятельство восходит к общей для нечёткой логики ситуации, называемой недетерминированностью выводов. Недетерминированность выводов - характерная черта большинства интеллектуальных информационных систем. Суть её в том, что путь решения конкретной задачи в пространстве ее состояний заранее определить невозможно. В силу этой причины методом проб и ошибок выбирается некоторая цепочка логических заключений, согласующихся с имеющимися знаниями. В  случае если она не приводит к успеху, организуется перебор с возвратом для поиска другой цепочки и т.д.

В ряде задач повышенной или высокой сложности (например, в задачах с параметрами) мы можем лишь поначалу говорить о нечёткой принадлежности задачи классу К. Здесь присутствуют рассуждения типа «задача р скорее принадлежит классу К, нежели классу L». В терминах нечеткой логики это означает, что 
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 так называемая функция принадлежности, принимающая любые значения в интервале 
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, то имеет смысл прилагать усилия, чтобы редуцировать задачу  р к некоторой алгоритмически разрешимой задаче из класса К. Будем говорить в подобных случаях, что задача р алгоритмически ассоциирована с классом   К.

В результате анализа некоторой задачи  р мы получаем, вообще говоря, последовательность
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 задач, к которым может быть редуцирована данная р. Возможна ситуация, когда каждая 
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 алгоритмически ассоциирована с некоторым классом 
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,  и данная задача р будет алгоритмически ассоциирована с классом К. 

Если удаётся обнаружить алгоритмы для  каждого из таких классов 
[image: image23.wmf]j

K

, то дальнейшее решение осуществляется посредством синтеза. Таким образом, процесс решения задачи может быть формализован в виде следующей схемы.

Схема алгоритмизации и редуцирования решения задачи

	Условие задачи    
[image: image24.wmf]®

   анализ  
[image: image25.wmf]®

 выявление
принадлежности определенному классу задач

	
[image: image26.wmf]¯


выявление чёткой принадлежности
	
[image: image27.wmf]¯


выявление нечёткой принадлежности



	
[image: image28.wmf]¯


переход к алгоритму


	                                      
[image: image29.wmf]¯


обращение к ассоциированным алгоритмам,

выстраивание их комбинации



	
[image: image30.wmf]¯


синтез: реализация алгоритма, редукция
	
[image: image31.wmf]¯


синтез: последовательная реализация алгоритмов, редукции

	фиксация результата (ответ, интерпретации решения)


Смоделируем процесс поиска алгоритма решения и редукции на примере следующих трех задач с параметрами.

1) При каких значениях параметра а уравнение


[image: image32.wmf]0
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имеет единственное решение? Найти это решение.

2) При каких значениях параметра а парабола


[image: image33.wmf]1
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имеет единственную общую точку с осью абсцисс? Найти абсциссу этой точки.
3) При каких значениях параметра а прямая 
[image: image34.wmf]1
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 является касательной к параболе 
[image: image35.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]а
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? Найти координаты точки касания.

Введем следующие классы алгоритмически разрешимых задач:


[image: image37.wmf]=

1

K

{исследование квадратного трехчлена},
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{линейная функция },


[image: image39.wmf]=
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{касательная к графику функции}.

Обратимся к первой задаче 
[image: image40.wmf].
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 Поскольку возможны случаи 
[image: image41.wmf]0
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 (дан квадратный трехчлен) и 
[image: image42.wmf]0
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 (линейная функция), то речь может идти об алгоритмической ассоциированности задачи с классами 
[image: image43.wmf]1
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 и 
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 соответственно. Очевидно, что в первом случае 
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, а во втором 
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 («чёткая» принадлежность), так что имеем в обоих случаях  ситуацию детерминированных выводов.  

Случай 1. Анализ: чтобы квадратное уравнение имело единственное решение (точнее, двукратный действительный корень), необходимо и достаточно, чтобы его дискриминант был равен нулю. Следовательно, имеем редукцию к следующей задаче: решить уравнение  
[image: image47.wmf]0
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, где D - дискриминант  уравнения.  Соответственно, выстраивается следующий алгоритм:

- выписать коэффициенты квадратного уравнения;

- сформировать дискриминант  D;

- решить уравнение 
[image: image48.wmf]0
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;

- записать найденное (найденные) значение (значения) параметра а;

-подставить а в данное уравнение;

- решить полученное квадратное уравнение (уравнения);

- выписать в ответе найденные значения параметра а и соответствующие значения х.

Теперь осуществляем синтез решения. Ключевым моментом служит рассмотрение уравнения   

                                                
[image: image49.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf]0
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При найденном а  получим 
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 и, следовательно, 
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Случай 2:  
[image: image54.wmf].
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 Сразу же получаем линейное уравнение 
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Во второй задаче (
[image: image57.wmf]2
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)  коэффициент перед 
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 отличен от нуля, поэтому сразу же высказываем гипотезу о её принадлежности классу 
[image: image59.wmf]1
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. В то же время речь идет об оси абсцисс (прямой) и  касании, так что не исключено использование алгоритмов, соответствующих классам  классов 
[image: image60.wmf]2
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 и 
[image: image61.wmf]3
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. В результате анализа экспертная оценка «склоняется» в пользу класса 
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;  парабола имеет одну общую точку с осью абсцисс тогда и только тогда, когда квадратное уравнение 
[image: image64.wmf]0
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 имеет  единственное решение. 

Таким образом,  выстраивается алгоритм, подобный использованному в случае 1)  решения задачи 
[image: image65.wmf].
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 Синтез состоит в нахождении дискриминанта 
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 и решении уравнения 
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При каждом из найденных значений 
[image: image69.wmf]a

 находим абсциссу общей точки параболы и оси ОХ:
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Обратимся к задаче 
[image: image72.wmf].
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Предположительно (судя по условию), 
[image: image73.wmf]3
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 - задача на тему «касательная к графику». В то же время, анализируя задачу, приходим к заключению,  что  касание прямой  (с уравнением вида  
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) и    параболы  означает, в частности,  наличие ровно одной их общей точки, так что система соответствующих уравнений имеет ровно одно решение. Поэтому «первичная экспертная оценка» может выглядеть следующим образом:                       
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Обратимся теперь к алгоритмам, соответствующим классам  
[image: image76.wmf]3

K

 и 
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. В первом случае предстоит реализовать следующее условие касания:
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во втором – потребовать, чтобы уравнение  
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имело единственное решение.  Второй случай представляется более  «экономным», так что происходит переоценка: 
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На этапе синтеза решения, соответствующего алгоритмам класса  
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, приходим к условию 
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 - дискриминант уравнения 
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, то есть 
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Решение задачи 
[image: image88.wmf]3
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 даёт повод для обсуждения эффективных и неэффективных алгоритмов.

4.Эффективные алгоритмы

Алгоритм (способ) решения задачи  назовём эффективным, если 

-он позволят получить решение задачи за наименьшее (в сравнении с другими способами) количество шагов (операций);

или  (и)

- посредством этого алгоритма (этим способом) достигается в наиболее простой форме результат, дающий ответ непосредственно на вопрос задачи.

Введённое понятие согласуется с понятием трудоёмкости (меры сложности) алгоритма, которым обозначается число простейших операций, выполняемых алгоритмом при решении  задачи ([5], c.107).      В зависимости от влияния исходных данных на трудоемкость алгоритма используется следующая классификация:

1) Количественно-зависимые по трудоемкости алгоритмы - алгоритмы, трудоемкость которых зависит только от размерности конкретного входа (в нашем случае – количества данных в условии) и не зависит от конкретных значений, принимаемых входными параметрами; 
2) Параметрически-зависимые по трудоемкости алгоритмы - трудоемкость которых определяется не размерностью входа (как правило, для этой группы размерность входа обычно фиксирована), а конкретными значениями входных параметров.

 Примером количественно-зависимого по трудоёмкости алгоритма служит алгоритм умножения матриц фиксированных размерностей.
Примером алгоритмов с параметрически-зависимой трудоемкостью являются алгоритмы вычисления значений функций с заданной точностью путем разложения в степенные ряды: количество выполняемых операций зависит от заданной точности.

 Заметим, что в большинстве практических случаев трудоемкость зависит как от количества данных на входе, так и от значений входных данных (количественно-параметрические по трудоемкости алгоритмы).
  При выборе одного из нескольких возможных алгоритмов следует обращаться к тому, который имеет наименьшую трудоёмкость, что при получении результата в наиболее простой форме и  обеспечивает эффективное решение. Довольно часто алгоритм решения задач широкого класса приводит  к  неэффективному решению, тогда как частный алгоритм (алгоритм, «обслуживающий» более узкий класс задач) или специальный приём обеспечивает эффективное решение.

  Проиллюстрируем введённое понятие на следующем примере. Найти общее решения уравнения 
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  Данное уравнение относится к двум следующим классам алгоритмически разрешимых задач: 
[image: image90.wmf]1
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 - класс дифференциальных уравнений второго порядка, допускающих понижение порядка и 
[image: image91.wmf]2
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 - класс линейных однородных дифференциальных уравнений (ЛОУ) второго порядка с постоянными коэффициентами.
   Если следовать алгоритму решений для 
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, то надо выполнить такие шаги:
1)ввести замену переменных 
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2)записать полученное уравнение первого порядка относительно функции 
[image: image95.wmf])
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 и определить, какому  классу алгоритмически разрешимых уравнений первого порядка оно принадлежит (легко понять, что получается уравнение с разделяющимися переменными).

3)разделить переменные;

4)выполнить интегрирование;

5)выразить из полученного соотношения   
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 и подставить 
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6)повторить  шаги 2)-3) в отношении полученного уравнения  относительно функции 
[image: image98.wmf])
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7)записать общее решение 
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Если использовать алгоритм решений для 
[image: image100.wmf]2
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, то следует выполнить такие шаги:

1)зафиксировать структуру общего решения ЛОУ 
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где 
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 и 
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 - фундаментальная система решений (ФСР);

2)записать характеристическое уравнения для данного ЛОУ
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и найти его корни 
[image: image105.wmf]i
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;
3)в соответствии с найденными комплексно-сопряжёнными корнями записать ФСР  
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4) получить общее решение 


[image: image107.wmf]х
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Мы видим, что алгоритм, соответствующий классу 
[image: image108.wmf]2
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 является эффективным: четыре  шага в сравнении с семи шагами алгоритма для 
[image: image109.wmf]1
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; кроме того, здесь отсутствует операция интегрирования, дважды присутствующая в случае 
[image: image110.wmf]1
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.
Таким образом, на этапе анализа задачи, в том случае, когда возможно  выполнение нескольких алгоритмов, следует обращаться именно к эффективному.
Пример другого характера – алгоритм вычисления площади треугольника   по формуле Герона.  Так, треугольник со сторонами 
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 имеет полупериметр, равный 
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и, если следовать соответствующему алгоритму (формуле), то  его площадь 
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будет равной
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то есть  получаем ответ в «непрозрачном» (неупрощённом) виде.

В то же время на основании теоремы косинусов 


[image: image115.wmf]j

cos

2

2

2

2

ab

b

a

с

-

+

=

, где 
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- угол между 
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 и 
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Поэтому 
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Теперь 
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     или 
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Таким образом, предложенный способ (в отличие от универсального алгоритма Герона) является эффективным.

5.Выводы
1. Основным видом деятельности, обеспечивающим успешную реализацию  системно-деятельностного подхода в области математической подготовки, является специально организованное  и систематически осуществляемое обучение в виде разрешения разнообразных учебных задач -«задачный подход». В его составе мы рассматриваем две следующие основные процедуры: алгоритмизацию и редукцию.
2. Обучающихся следует ознакомить с примерами некоторых классов алгоритмически неразрешимых задач; в случае задачи такого класса 
[image: image125.wmf]K

 следует, вообще говоря, искать решение в его подклассах 
[image: image126.wmf]...
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3. При анализе задачи может возникнуть ситуация нечёткой (предположительной) принадлежности задачи некоторому классу К – алгоритмическая ассоциированность с классом К; в случае ассоциированности с несколькими классами осуществляют выбор класса с наибольшим значением функции принадлежности.. 

4. При выборе одного из нескольких возможных алгоритмов следует обращаться к тому, который имеет наименьшую трудоёмкость, что при получении результата в наиболее простой форме   обеспечивает эффективное решение.
5.  В процессе синтеза осуществляется редукция задачи, что приводит к решению (последовательному решению) задачи (задач)  на основе известного алгоритма (известных алгоритмов). В работе приведены модели поиска алгоритма решения и редукции в ряде конкретных задач.
Отметим, что результаты данной главы были опубликованы в работе [6].
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Глава 2. Алгоритмические системы в школьном курсе математики

1. Первоначальные понятия и факты теории алгоритмов
     Основные понятия. Алгоритм как эффективная  процедура, однозначно приводящая к требуемому результату, знакома школьнику с младших классов. Школьные методы умножения «столбиком» и деления «углом», метод исключения неизвестных при решении системы линейных уравнений, правило дифференцирования сложной функции, способ построения треугольника по трем заданным сторонам – все это алгоритмы. 

Простой анализ любого алгоритма (от алгоритма решения математической задачи до алгоритма приготовления, скажем, борща), позволяет вычленить основные его признаки. Прежде всего, это наличие некоторого набора данных (входные данные), которому ставится в соответствие набор выходных данных. Далее, это система предписаний, по которым набор входных данных преобразуется в набор данных, получаемых на выходе. Поэтому можно говорить об алгоритме как о конструктивно заданном операторе. 

      В технику термин «алгоритм» пришел вместе с кибернетикой. Если понятие метода вычисления не нуждалось в пояснениях, то понятие процесса управления пришлось вырабатывать практически заново. Понадобилось осознавать, каким требованиям должна удовлетворять последовательность действий (или ее описание), чтобы считаться конструктивно заданной, т. е. иметь право называться алгоритмом. В этом осознании существенную помощь помощь инженерной интуиции оказала практика использования вычислительных машин, сделавшая понятие алгоритма ощутимой реальностью. С точки зрения современной практики алгоритм – это программа, а критерием алгоритмичности процесса является возможность его запрограммировать. 

     Основные требования, предъявляемые к алгоритму  

1. Наличие данных. Как выше указывалось, алгоритм, примененный к исходным данным,  выдает некоторые результаты. Вместе с тем,  в процессе реализации алгоритма, возникают некоторые промежуточные данные. 

Типичным средством получения как промежуточных, так  и выходных данных, являются индуктивные (рекурсивные) определения, указывающие, как строить новые объекты из уже построенных. 

2. Наличие памяти, необходимой для размещения данных. Память обычно считается однородной и дискретной, т. е. условно говоря, состоит из одинаковых ячеек, в каждой из которых хранится «единица» информации. Таким образом, единицы измерения объема данных и памяти согласованы. При этом память может быть бесконечной. 

3. Дискретность и конечность. Алгоритм состоит из отдельных элементарных шагов, или действий, причем множество различных шагов, из которых составлен алгоритм, конечно. Типичный пример множества элементарных действий – система команд ЭВМ. 

4. Детерминированность. Суть этого требования состоит в  том, что  после каждого шага необходимо указывать, какой шаг выполняется следующим, либо давать команду остановки, после чего работа алгоритма считается законченной.

5. Результативность или сходимость алгоритма для любого набора входных данных означает остановку его действия после конечного числа шагов.

6. Требование массовости  состоит в  том,  что  алгоритм решения задачи разрабатывается в общем виде, то есть, он должен быть применим для некоторого класса задач, различающихся только исходными данными. При этом исходные данные могут выбираться из некоторой области, которая называется областью применимости алгоритма.

Понятие “массовости” тесно связано с понятием математической модели. Решение поставленных практикой задач математическими методами основано на абстрагировании – мы выделяем ряд существенных признаков, характерных для некоторого круга явлений, и строим на основании этих признаков математическую модель, отбрасывая несущественные признаки каждого конкретного явления. В этом смысле любая математическая модель обладает свойством массовости. Если в рамках построенной модели мы решаем задачу и решение представляем в виде алгоритма, то решение и будет “массовым”.

Приведем следующий пример алгоритма.

S: Записать результат работы алгоритма 
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Решение. Данный алгоритм устанавливает следующие предписания:

1) цифру 0 заменить на 1;

2) цифру 2 заменить на 1.

Поскольку других предписаний нет, то остальные цифры числа оставляем

неизменными. Имеем в результате работы алгоритма число 511141.

Задачи для самостоятельного решения обучающимися

1. Записать результат работы алгоритма 
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2. Записать результат работы алгоритма 
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              2. Способы задания алгоритмов. Примеры.

На практике наиболее распространены следующие формы представления алгоритмов.

1.Словесная (запись на естественном языке; словесный способ описания последовательных этапов обработки данных);

2. Табличная (представление алгоритма в форме расчетных формул и таблицы).

3. Графическая (изображения из графических символов);

Задание графического алгоритма происходит путем использования блоков.

[image: image130.jpg]Hauano uim KoHew anroputma

Briok BhiumcieHui

BJI0K BBOJIA HITH BBIBOJIA IAHHBIX

OBpauenne K noanporpamMme

L

Bnok nposepkH ycnosus





4. Программная (тексты на языках программирования);

Примеры1. Словесные алгоритмы.
Пример 1. Записать алгоритм упорядочивания (расположения в порядке возрастания) конечного массива  выборочных данных М.

Решение. Пусть  
[image: image131.wmf] 
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– искомая последовательность, где п-размер выборки, по смыслу задачи 
[image: image132.wmf].
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Шаг 1. Найти  в массиве М наименьшее число, вычеркнуть его из М и перейти к шагу 2.

Шаг 2. Записать найденное число в качестве первого члена последовательности 
[image: image133.wmf] 
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 и перейти к шагу 3.

Шаг 3. Найти в оставшемся массиве наименьшее число, вычеркнуть его из М и перейти к шагу 4.

Шаг 4. Записать найденное на предыдущем шаге число справа к тому, что записано в 
[image: image134.wmf] 
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и перейти к шагу 5.

Шаг 5. Если в массиве больше нет чисел, то остановить работу алгоритма, иначе перейти к шагу 4. 

Поскольку на шаге 3 всякий раз массив выборочных данных уменьшается, то алгоритм сходится. Выполнение остальных из вышеперечисленных 6 требований очевидно.

Пример 2. Алгоритм (Эвклида) нахождения наибольшего общего делителя двух заданных натуральных чисел.
Шаг 1. Задать два числа и перейти к шагу 2.

Шаг 2 Если  числа равны, то взять любое из них в качестве ответа. Иначе перейти к шагу 3.

Шаг 3. Определить большее из чисел и перейти к шагу 4.

Шаг 4. Заменить большее число разностью большего и меньшего из чисел и перейти к шагу 2.

Поскольку на шаге 4 всякий раз большее натуральное число уменьшается, то алгоритм сходится. Выполнение остальных из вышеперечисленных 6 требований очевидно.

2. Табличный алгоритм. 

Записать алгоритм вычисления размера банковского вклада 
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 по истечении каждого года хранения, если банк начисляет   
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Решение. Если 
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 – размер первоначального вклада, то размер вклада через год будет 
[image: image138.wmf]100

1

k

А

А

А

+

=

, через 2 года - 
[image: image139.wmf]100

1

1

2

k

А

А

А

+

=

 и т.д., так что через п лет хранения  
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Имеем следующую таблицу:

	Год хранения
	Вклад к началу года хранения
	Вклад по истечение года хранения

	1
	10000
	11000

	2
	11000
	12100

	3
	12100
	13310

	…
	…
	…

	П
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4. Графический алгоритм вычисления объема куба  и площади его боковой поверхности куба.

[image: image143.jpg]



 

Запись алгоритма выглядит следующим образом.

[image: image144.jpg]



Задачи для самостоятельного решения обучающимися

1. Записать словесные алгоритмы 

1) деления отрезка пополам с помощью циркуля и линейки;

2) построения серединного перпендикуляра к данному отрезку;

3) разложения натурального числа 
[image: image145.wmf]2
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 на простые множители.

2. Задать табличным способом алгоритм вычисления значения 
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3. Записать графический алгоритм вычисление объема конуса, если заданы его образующая  
[image: image147.wmf]l

 и высота 
[image: image148.wmf]H
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                                           3.Машина Тьюринга

Программную форму записи алгоритма продемонстрируем на примере так называемой машины Тьюринга. Алан Тьюринг (1912-1954) — английский математик, логик,  криптограф, оказавший существенное влияние на развитие информатики. В 1936 году им была предложена абстрактная вычислительная машина, представляющая  собою алгоритмическую систему, т.е. некоторый  общий способ задания алгоритма. С тех пор никому еще не удалось предъявить пример процесса, который можно было бы признать алгоритмическим, но который невозможно было бы смоделировать на машине Тьюринга. Иными словами, любой вычислительный процесс может быть смоделирован на подходящей машине Тьюринга. Иными словами подтверждается так называемый тезис Тьюринга (естественнонаучная гипотеза), согласно которому всякий алгоритм можно реализовать с помощью подходящей машины Тьюринга 

Описание машины Тьюринга:

1) задается совокупность символов, называемая внешним алфавитом   А={a0, a1, …, an};
2) задается алфавит Q так называемых внутренних состояний Q={q0, q1,…, q т}

в)   программа машины Тьюринга определяется набором команд вида qiak→qjal   
[image: image149.wmf]}
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; не исключаются случаи j=i, k=l); при этом справа от записи команды может быть указан символ П (право), либо Л(лево).

Наглядное представление машины Тьюринга.

а) Рассматривается бесконечная лента, разбитая на ячейки, в каждую из которых вписан символ из алфавита А; ячейка в которую вписан символ а0, считается пустой. Предполагается, что на ленте всегда написано конечное слово, то есть все ячейки, находящиеся справа и слева от этого слова, являются пустыми.

б) В каждый данный момент времени машина Тьюринга обозревает некоторую ячейку, находясь в каком-либо из внутренних состояний. Чтобы указать, какая именно ячейка рассматривается, иногда  говорят об определенном положении считывающей головки. Символ qiak  в записи команды означает, что ячейка аk обозревается машиной в состоянии qi.

в) Первая команда, которую выполняет машина с заданными программой,  являются команда, начинающиеся с q1 . Последняя команда, завершающая работу команда, оканчивается символом q0.

Всякая команда вида qiak→qjal выполняется следующим образом: в обозреваемой ячейке символ аk стирается и в нее записывается символ аl, после чего машина из состояния qi переходит в состояние qj. Если же имеется команда qi ak→qj al (П), то «считывающая головка» сдвигается вправо на одну ячейку, так что теперь, находясь в состоянии qj,   машина обозревает ячейку правее исходной. Аналогично, в случае команды qi ak→qj al (Л) сдвиг головки происходит влево. Таким образом, (начиная с состояния q1) последовательно выполняются все команды программы до тех пор, пока машина не перейдет в состояние q0.

Примеры
1. Дана машина Тьюринга с внешним алфавитом 
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Начальное положение «считывающей головки» - крайнее правое.

В какое слово будет преобразовано  машиной входное слово 

а)  10100111;  б)   1011011.

Решение.  Проанализируем программу машины. Находясь в состоянии 
[image: image155.wmf]1
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,  либо  
[image: image156.wmf]2
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, и обозревая при этом ячейку, в которой записана 1, машина, не меняя ни  своего состояния, ни числа 1  ячейке, переходит к обозрению соседней слева ячейки, т.е. «считывающая головка»  как бы  скользит влево по единицам. Так происходит до тех пор, пока «на ее пути» не встретится ячейка, в которой  записан символ «0». Если при этом машина находится в состоянии 
[image: image157.wmf]1
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, то она  по команде 
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 перейдет  в состояние 
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 и запишет снова в обозреваемую ячейку символ 0. На следующем шаге по команде 
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  машина запишет в ту же ячейку символ 1 и завершит свою работу. 

      Если же «считывающая головка» ячейку с  записанным в ней   символом  0 «встречает» в состоянии  
[image: image161.wmf]2
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 , то по команде 
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 символ 0 заменяется на 1 и машина завершает работу. 

      Так, для данных входных слов и стандартного положения считывающей головки первый из «встреченных»  нулей  сохраняется, а второй заменяется единицей.  

   Имеем в п. а) : слово  10100111       в результате выполнения команды  
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 (Л) из стандартного (крайнего правого) положения считывающей головки преобразуется в такое же слово  10100111 дважды; команда 
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(Л) преобразует «первый встреченный» ноль - в ноль, а затем выполняется команда 
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 ,  в результате которой получается слово  10110111,  и машина завершает работу.

     Аналогично, в п. б), входное слово 1011011 (согласно вышеприведенному описанию выполнения программы)   будет преобразовано в 11110111.

2. Сконструировать машину Тьюринга с внешним алфавитом 
[image: image166.wmf]}
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, выполняющую вычитание единицы, если начальное положение «считывающей головки» - крайнее правое.

Решение. При движении «считывающей головки» справа налево при первой же «встрече» единицы в ячейке, эта единица должна быть преобразована в ноль, после чего работа машины должна быть завершена. Следовательно, имеем 
[image: image167.wmf])
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(замена единицы на ноль, что и есть вычитание единицы). Таким образом, приходим к программе 
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Задачи для самостоятельного решения обучающимися

Дана Машина Тьюринга с внешним алфавитом 
[image: image171.wmf]}
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Начальное положение «считывающей головки» - крайнее правое.

В какое слово будет преобразовано  машиной входное слово 

 1.   11001101;  2.   10010101;  3.  11000001;  4.  10111101;  5.    11001111;      

 6. 10001011 ;   7.  10101101;   8.  10111101;   9.  10101111;  10.  10000001 

                                                          4. Рекурсия

Многие алгоритмы содержат периодически повторяющиеся процессы. Процесс повторения элементов самоподобным образом называют рекурсией. Такие алгоритмы весьма часто используются в процедурах программирования и содержат рекурсивные функции, которые в свою очередь, определяются при помощи так называемого «рекурсивного метода». 

Данный метод базируется  на следующем принципе индукции. Пусть  функция задана для некоторого данного начального целого значения l (обычно 0 или 1), и будучи заданной для некоторого значения 
[image: image176.wmf]l
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, она задана также для значения 
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. Тогда функция будет определена для всех целых чисел, больших l.

Таким образом, рекурсивная функция определена в точке l, и ее значение  
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Примеры.

1. Факториал  
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,  может быть определен рекурсивным образом:  
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2. Функция 
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-  заданная постоянная) определена на множестве неотрицательных целых чисел. Она, очевидно,    допускает также и рекурсивное определение 
[image: image186.wmf](
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3. Числа Фибоначчи 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55 и т.д. - последовательность чисел, в которой каждый следующий элемент равен сумме двух предыдущих 
[image: image187.wmf](
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Рассмотрим теперь обратную задачу: переход от рекурсивного описания функции к непосредственному. Такая процедура называется исключением рекурсии.

Примеры.

1. Исключить рекурсию из следующего рекурсивного определения: 


[image: image188.wmf](
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Решение. Имеем   
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Приведенные записи позволяют выдвинуть следующую гипотезу:
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Чтобы доказать ее справедливость, достаточно проверить,  что функция 
[image: image195.wmf](
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 удовлетворяет рекурсивному соотношению: 
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Имеем:
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Следовательно, функция 
[image: image199.wmf](
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 найдена верно.

2. Исключить рекурсию из рекурсивного определения: 
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Решение. Рассматриваем следующие равенства   
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Можно предположить, что 
[image: image206.wmf](
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Проверим выполнение рекурсивных соотношений: 


[image: image207.wmf](

)

2

!

1

2

1

1

=

×

=

f

,


[image: image208.wmf](
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Следовательно, функция  
[image: image209.wmf](
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 найдена верно.

Задачи для самостоятельного решения  обучающимися
1. Найти 
[image: image210.wmf](
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 для приведенных ниже рекурсивных функций:

а) 
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2. Найти 
[image: image214.wmf](
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 для следующих рекурсивных функций:
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3. Найдите явные выражения для 
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, исключив рекурсию из следующих определений:
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Глава 3. Обучение алгоритмам решения задач в школьном курсе математики (на примере тригонометрических уравнений)

1.Условия равенства тригонометрических функций

 Соотношение вида
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равносильно совокупности равенств
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  Уравнение вида
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[image: image225.wmf]Z

n

n

z

t

Î

+

±

  

,

2

=

p

.

  Соотношения вида
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равносильны тому, что 
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  Пример. Решить уравнение
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Анализ задачи. Если воспользоваться формулами приведения (вычитание аргумента из 
[image: image230.wmf]2
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), то задание можно свести к условию равенства синусов или косинусов.

Решение. Запишем уравнение в виде
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Согласно условию равенства синусов, получим
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Имеем теперь две серии решений:
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[image: image238.wmf]
2. Однородное тригонометрическое уравнение
       Однородными уравнениями первой, второй, третьей,... степеней называются, соответственно, уравнения вида
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Характерным признаком каждого из таких уравнений является одинаковость степеней одночленов (от двух аргументов - синуса и косинуса), записанных в левой части.

Важнейшим свойство однородных уравнений состоит в следующем: значения аргумента 
[image: image242.wmf]x

 для которых 
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 не могут быть решениями таких уравнений. В самом деле, если, предположить, например, что 
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, то однородное уравнение (в результате подстановки в него значения ноль вместо 
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) преобразуется к виду 
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, тогда как на самом деле для одних и тех же значений аргумента 
[image: image248.wmf]x

 обращение в ноль и синуса и косинуса - невозможно.

По указанной причине обе части уравнения можно поделить на 
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[image: image250.wmf]x
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) в степени, соответствующей степени уравнения, после чего получим алгебраическое уравнение относительно 
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    Пример. Решить уравнение 

 

[image: image253.wmf].
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Анализ задачи. Следует перейти к одинаковым аргументам тригонометрических функций, после чего определить, к какому из изученных стандартных типов относится это уравнение.

Решение. Перейдем к аргументу 
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Уравнение теперь имеет вид 6.2.1 (случай второй степени), однако коэффициент перед квадратом косинуса С=0, так что прием деления пока невозможен.

В результате разложения на множители получаем 
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В первом случае 
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; во втором обнаруживаем однородное уравнение первой степени, которое теперь может быть решено приемом деления на 
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Ответ: 
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3. Линейное тригонометрическое уравнение

       Рассмотрим  уравнение, линейное относительно синуса и косинуса от одного и того же аргумента:
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В случае С=0 имеем однородное уравнение первой степени, прием решения которого изложен в п. 6.2. В общем случае может быть использован один из двух следующих приемов.

        Прием перехода к тангенсу половинного аргумента. При этом отдельному рассмотрению подлежит серия значений 
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, однако определено исходное уравнение п.6.3.1.

Пример. Решить уравнение 
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Анализ задачи. Имеем линейное тригонометрическое уравнение, которое может быть решено приемом выражения синуса и косинуса через тангенс половинного аргумента, т.е. через 
[image: image268.wmf]2
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Решение. Случай 1: 
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Имеем 
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Если положить 
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преобразуемое к виду 
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Случай 2: 
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 Подставляя эти значения в исходное уравнение, получаем 
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Ответ: 
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Прием решения линейного тригонометрического уравнения методом введения вспомогательного аргумента. В основе этого метода лежит преобразование линейного тригонометрического выражения к так называемой простейшей гармонике: 
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где вспомогательный аргумент 
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Указанный выбор возможен, поскольку 
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Линейное тригонометрическое уравнение (см. п. 6.3.1) теперь приобретает вид простейшего: 
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Пример. Решить уравнение
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Анализ задачи. Левая часть уравнения есть линейное тригонометрическое выражение; хотя уравнение линейным не является, можно попытаться преобразовать левую часть к простейшей гармонике.

Решение. Имеем
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 Следовательно, уравнение преобразуется к виду 
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указанные соотношения выполнены, например, для 
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т.е. мы пришли к уравнению стандартного вида (п. 6.1.1). Итак, имеем две серии решений:
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                       4. Системы тригонометрических уравнений

      Здесь комбинируют методы решения алгебраических систем (метод подстановки, алгебраического сложения, замены переменных и т.д.) и  уравнений с тригонометрическими (или обратными тригонометрическими) функциями. Имеющееся своеобразие продемонстрируем на следующих примерах.

  Пример  1. Найти все решения системы уравнений
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Анализ задачи. Произведения синусов и косинусов – компоненты формул косинуса суммы или разности. Поэтому имеет смысл выполнить сложение и вычитание уравнений.
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Каждое уравнение – простейшее; в результате решения получаем: 
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Имеем два следующих случая.

1) 
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Снова выполняя  операции сложения и вычитания уравнений, получаем
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Полученные в обоих случаях пары серий значений и служат ответом.

Пример  2.  Найти все решения системы уравнений
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Анализ задачи. Возможный путь решения состоит в использовании условий равенства синусов.  Другой путь – в получении уравнения-следствия путем возведения в квадрат каждого уравнения системы и последующего их сложения; при этом надо будет проследить, чтобы не получилось посторонних решений. Изберем последний путь.

Решение.  Возведем в квадрат обе части каждого уравнения и сложим полученные уравнения. Имеем 
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Последнее уравнение приводится к виду
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Случай  
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Итак, оба равенства заданной системы выполнены, если 
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                        5.  Тригонометрические неравенства
Стандартные неравенства.

Пример 1. Найти область определения функции
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Анализ задачи. Поскольку аргумент логарифма должен быть положителен, задание приводится к неравенству стандартного вида 
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Решение. Имеем одновременно 
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Последнее тригонометрическое неравенство равносильно  следующему: 
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Теперь полученное двойное неравенство может быть возведено в квадрат:
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Этими значениями 
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 и определяется область существования данной функции.

Пример 2. Найти длину промежутка всех решений неравенства 
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Анализ задачи. Неравенство приводится к стандартному виду; найдя серию промежутков его решений, мы сможем определить пересечение полученного множества с интервалом 
[image: image358.wmf])

,3

2

3

(

p

p

.

Решение. Записав неравенство в виде 
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так что
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Получаем следующую серию интервалов: ...    
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, то пересечение множества решений с промежутком 
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Длина полученного промежутка есть число 
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Более сложные неравенства. Они могут быть решены комбинацией нескольких приемов. Продемонстрируем это на примере следующего задания.

Пример.. Решить неравенство 
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Анализ задачи.  Правая часть отлична от нуля, поэтому «напрямую» метод интервалов неприменим.  Можно попытаться преобразовать тангенсы к синусам и косинусам в надежде, что после соответствующих упрощений прояснится путь решения.

Решение. Запишем область определения неравенства:
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EMBED Equation.3[image: image376.wmf]0
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 Преобразуя тангенсы, имеем
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Поскольку  в числителе  возникло выражение  
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В силу полученного тождества область определения теперь может быть записана в виде условия
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Итак, решаем неравенство
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положим  теперь 
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       Нули знаменателя дроби, записанной в левой части неравенства 
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;   исключив эти точки, мы уже учтем область определения исходного неравенства.  Числитель же обратится в ноль в точке 
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Принимая во внимание, что 
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               Задачи для самостоятельного решения обучающимися

1. Чему равна сумма корней уравнения 
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 в промежутке 
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2. Каково количество корней уравнения 
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3. Каково количество  уравнения 
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4. Найти все корни уравнения 
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5. Решить уравнение 
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6. Найти количество корней уравнения 
[image: image411.wmf]0

=

)

2

 

 

(

1

2

x

tg

x

tg

x

x

-

-

p

 в промежутке 
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7. Чему равна сумма (вычисленная в градусах) наибольшего и наименьшего корней уравнения 
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8. Решить уравнение 
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9. Решить неравенство 
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10. Найти множество всех решений неравенства 
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                                Глава 4. Обучение алгоритмам на примере модуля
                                           «Конечные суммы  и ряды»
1. Вычисление конечных сумм

Сумма первых п членов последовательности 
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Задача о вычислении подобных сумм (приведении их к компактному виду), вообще говоря, относится к алгоритмически неразрешимым, однако существует некоторые приемы, позволяющие в отдельных случаях соответствующую сумму вычислить.  Приведем некоторые из этих приемов.

     Взаимное уничтожение последовательных членов в частичной сумме. Этот прием продемонстрируем на следующем примере.
Пример. Вычислить сумму  
[image: image424.wmf]å

-

=

=

m

n

m

n

S

2

2

).

1

1

(

ln

 


[image: image425.wmf]Решение. Преобразуем общий член суммы:
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 Теперь имеем 
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Следовательно,
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      Прием разложения правильной рациональной дроби на простейшие:
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Этот прием продемонстрируем на следующем примере.

Пример. Вычислить сумму    
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Решение. В результате разложения дроби, представляющей общий член, на простейшие, имеем 
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Теперь, выписывая последовательно слагаемые при     
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Следовательно, 
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        Прием использования суммы геометрической прогрессии.   Этот прием применяется, если в общем члене ряда может быть выделен «показательный» множитель 
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       Пример. Вычислить сумму 
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Решение. Преобразуем общий член ряда к виду 
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 Имеем сумму первых  т членов геометрической прогрессии, в которой 
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следовательно, 
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2. Числовые ряды. Основные понятия. Простейшие свойства
       Пусть дана бесконечная последовательность действительных чисел 
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. Формально составленная бесконечная сумма вида 
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или, коротко, 
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называется числовым рядом; общий член последовательности 
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Конечную сумму первых п членов 
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назовем 
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Если существует предел вида 
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то числовой ряд называется сходящимся, а в противном случае - расходящимся.

Число 
[image: image451.wmf]S

 назовем суммой сходящегося ряда; говорят также, что ряд сходится к сумме 
[image: image452.wmf]S

 и применяют запись 
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Главная задача, которая решается в теории числовых рядов - сходится или расходится данный ряд; вопрос о его сумме можно ставить лишь тогда, когда доказана сходимость. Сумму же сходящегося ряда всегда можно вычислить приближенно, взяв достаточно большое количество 
[image: image454.wmf]n

 членов в составе его частичной суммы 
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; при этом точность вычисления увеличивается с ростом 
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Пример 1. Доказать сходимость ряда 
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и найти его сумму.

Решение. Воспользуемся определением сxодимости ряда и его суммы, для чего вычислим частичную сумму произвольного (
[image: image458.wmf]n

-го) порядка, использовав приемы  параграфа 1. Преобразуем общий член ряда к виду 
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и сложим первые 
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 членов. При этом мы обнаруживаем, что члены, начиная со второго и кончая предпоследним, будут взаимно уничтожаться: 
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Теперь вычисляем следующий предел: 
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Таким образом, ряд оказался сходящимся и его сумма 
[image: image463.wmf]1
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Пример 2. Исследовать сходимость ряда 
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Замечание. Указанный ряд называется гармоническим; он является частным случаем так называемого ряда Дирихле (иначе называемого обобщенным гармоническим рядом)

                                                

[image: image465.wmf].

  

,

1

0

=

R

p

n

p

n

Î

å

¥

                                          
который сходится при 
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 и расходится при остальных действительных значениях 
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Решение. Поведение частичных сумм ряда определится следующей оценкой его общего члена: 
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 Теперь частичная сумма 
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имеет оценку снизу 
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откуда вытекает, что 
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Итак, исследуемый ряд расходится. Интересна следующая интерпретация полученного результата. Допустим, что человек делает шаг, затем еще полшага, затем треть, четверть шага и т.д. Как далеко он при этом уйдет?

Ясно, что для ответа на этот вопрос следует сложить числа

               
[image: image475.wmf],...

4

1

,

3

1

,

2

1

,

1

 ,  т.е найти сумму ряда      
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которая, как мы только что выяснили, оказывается бесконечной.   Следовательно, человек при описанном процессе уйдет как угодно далеко.
     Отметим некоторые свойства сходящихся рядов. Пусть даны произвольные действительные числа 
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суммы которых равны 
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 и 
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 соответственно.

Тогда ряд 
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сходится и его сумма равна 
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Доказательство легко следует из определений сходимости и суммы ряда. 

В частности, при 
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имеет то же поведение, что и 
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Если исходный ряд был сходящимся, то его сумма умножится на 
[image: image487.wmf]t

.

3.  Необходимый признак сходимости ряда. 
Сумма геометрической прогрессии

       Теорема  (необходимый признак сходимости ряда). Если ряд  сходится, то существует предел (при 
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) его общего члена 
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Обратное утверждение неверно.

Следствие  (достаточный признак расходимости). Если 
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или если предел  вида 
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не существует, то ряд  расходится.

        Сумма геометрической прогрессии. Пусть 
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 и 
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 - ненулевые действительные числа. Рассмотрим бесконечную геометрическую прогрессию 
 

[image: image495.wmf]...

,

,

...

,

,

,

2

n

aq

aq

aq

a


ряд, составленный из ее членов 
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и исcледуем его сходимость.

Случай 1: 
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. Могут представиться две возможности: либо предел общего члена ряда не существует, либо он существует и тогда согласно неравенству 
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не меньше числа 
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. В обоих случаях, по достаточному признаку расходимости  ряда (следствие пункта 3.3.1), получаем, что ряд расходится.

Случай 2: 
[image: image502.wmf]1

|<

|

q

; в этом случае 
[image: image503.wmf]n

-ая частичная сумма ряда (3.2.1)  имеет вид 
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(формула суммы первых членов геометрической прогрессии).

Вычислим  предел последовательности частичных сумм: 
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Последний предел существует, т.к.
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Теперь 
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т.е. ряд оказался сходящимся к сумме 
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Итак, исследуемый ряд с 
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 является сходящимся тогда и только тогда, когда 
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4. Сходимость рядов с положительными членами:

признаки сравнения
         Рассмотрим случай, когда ряд 

                                                  

[image: image512.wmf]n

n

a

å

¥

1

=

                                              
составлен из положительных чисел, т.е. порожден последовательностью 
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; такой ряд называют знакоположительным. Обозначим через 
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 его п-ую частичную сумму.

В вопросах исследования знакоположительных рядов потребуется следующее вспомогательное утверждение.

Лемма. Если последовательность 
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 ограничена сверху, то ряд сходится.

        Одним из способов исследования сходимости знакоположительного ряда является сравнение его общего члена с общим членом некоторого ряда с известным поведением ("эталонного ряда"). Примерами эталонных рядов являются ряд, составленный из членов бесконечной геометрической прогрессии, обобщенный гармонический ряд и др.
Теорема 1 (признак  сравнения по величине). Пусть даны два знакоположительных ряда 
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и при всех 
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Тогда: 1)если сходится ряд (2) (к некоторой сумме 
[image: image520.wmf]B

) , то сходится и ряд (1) (к некоторой сумме 
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); при этом для их сумм имеет место соотношение 
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2)если ряд (1) расходится, то расходится и ряд (2).

Замечание. Согласно вышеотмеченному свойству  (отбрасывание или добавление конечного числа членов не влияет на сходимость ряда) утверждение теоремы имеет место, если соотношение (3) выполняется не при всех 
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, а лишь начиная с некоторого номера 
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.

         Теорема 2 (признак сравнения в предельной форме). Пусть даны два знакоположительных ряда (1) и (2), причем существует (конечный)  предел вида 
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Тогда ряды (1) и (2) сходятся или расходятся одновременно.

Пример 1. Исследовать сходимость ряда 
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Решение. Оценим сверху общий член ряда: 

 

[image: image527.wmf].

)

2

1

3(

)

2

1

)(

1

2

(

=

2

1

2

n

n

n

n

n

n

n

n

n

a

£

+

+

<
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составлен из членов геометрической прогрессии с первым членом 
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 и знаменателем 
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, меньшим единицы; следовательно, этот ряд сходится. По теореме 1 сравнения тогда сходится и данный ряд.


     Пример 2. Исследовать сходимость ряда 
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Решение. При больших значениях 
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 поведение общего члена ряда 
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определяется поведением старших степеней параметра 
[image: image534.wmf]n

. Это обстоятельство наводит на мысль рассмотреть последовательность 
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 с общим членом 

 

[image: image536.wmf]n

n

n

b

n

1

=

=

2


и сравнить (на основании признака в предельной форме) данный ряд с 
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Последний (гармонический) ряд, как установлено выше, является расходящимся. Имеем 
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т.е. 
[image: image540.wmf]0

¹

L

. Отсюда заключаем, что поведение сравниваемых рядов одинаково, а значит данный ряд расходится.

        Использование признаков сравнения знакоположительных рядов предполагает наличие некоторого эталона для сравнения. Было бы полезно дополнить список признаков такими, которые позволяли бы исследовать поведение ряда, исходя лишь из вида его общего члена. Соответствующие признаки предлагаются в следующем параграфе.

5. Сходимость рядов с положительными членами:

признаки Коши и Даламбера
Рассмотрим знакоположительный ряд (1).

       Теорема 1 (радикальный признак Коши). Пусть существует предел вида 
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Если 
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Замечание. В случае 
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 признак Коши не дает ответа на вопрос о сходимости ряда: существуют примеры как сходящихся, так и расходящихся рядов,  для которых 
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=

K

.

        Теорема 2 (признак Даламбера). Пусть существует предел вида 

 

[image: image546.wmf]n

n

n

a

a

D

1

lim

=

+

¥

®


Если 
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, то ряд (4.1.1) сходится; если же 
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 , то ряд расходится.

Доказательство мы не приводим, но его идея та же, что и в случае теоремы 1.
 Замечание 1. В случае 
[image: image549.wmf]1
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 (подобно признаку Коши) теорема 2 не дает ответа на вопрос о сходимости ряда.  

Замечание 2. Число 
[image: image550.wmf]D

 будет отличным от единицы, если члены ряда (4.1.1)) убывают или растут достаточно быстро (см. примеры ниже).
Пример 1. Исследовать сходимость ряда. 
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Решение. Имеем знакоположительный ряд с общим членом 
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вид которого наводит на мысль использовать признак Коши. Вычисляем 
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Поскольку 
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, то данный ряд расходится.

 Пример 2. Исследовать сходимость ряда
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[image: image556.wmf]



        Решение.  Общий член знакоположительного ряда 
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содержит множителем показательную функцию, и, следовательно, растет  (с ростом п) достаточно быстро. Следовательно, целесообразным будет применение признака Даламбера. Найдем an+1, взяв (n + 1) вместо n в аналитическом выражении для an :
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Теперь вычисляем соответствующий предел:
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Имеем: D > 1; согласно признаку Даламбера, ряд расходится.
Пример 3. Исследовать сходимость ряда
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Решение.   Наличие п! в знаменателе дроби
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свидетельствует о ее быстром убывании, в силу чего может быть эффективен признак Даламбера. Имеем 
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Поскольку оказалось D<1,  то данный ряд сходится.
                             6.  Знакочередующиеся ряды
        Рассмотрим знакоположительную последовательность 
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Pяд вида 
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называется знакочередующимся. Достаточный признак его сходимости содержится в следующей теореме Лейбница.
Теорема 1. Если последовательность  
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то знакочередующийся ряд сходится. При этом для суммы S ряда  справедлива оценка 
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        Замечание. Утверждение теоремы можно применить и к знакочередующемуся ряду
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который начинается с отрицательного члена, поскольку умножение всех членов ряда на ненулевое число (в нашем случае на    -1) не влияет на его сходимость. 
      Пример  1. Ряд вида 
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является сходящимся, поскольку выполнены оба условия признака Лейбница: последовательность 
[image: image578.wmf]}
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 является, очевидно, убывающей и имеет место соотношение 
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Пример  2. Вычислить сумму ряда 
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с точностью до 0,01.

         Решение.  Имеем знакочередующийся ряд с 
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причем для последовательности {
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а

}  выполнены условия теоремы Лейбница. Последнее утверждение вытекает из того обстоятельства, что показательная функция   
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Согласно вышеприведенному правилу, сумму ряда можно вычислить приближенно, оставив все первые его члены, модули которых еще больше 0,01 и отбросив все члены, начиная с того, который уже меньше 0,01. Таким является член  
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<0,01 , тогда как предшествующий ему 
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Имеем 
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 EMBED Equation.3  [image: image589.wmf]9
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 EMBED Equation.3  [image: image590.wmf]»
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с точностью до 0,01.

7.   Абсолютная и условная сходимость знакопеременного ряда

       Рассмотрим ряд из действительных чисел 
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среди членов которого имеются как положительные, так и отрицательные числа; такой ряд называется знакопеременным. Рассмотрим также ряд, составленный из абсолютных величин членов: 

                                                    

[image: image592.wmf].

|

|

1

=

n

n

u

å

¥

                                                
Будем считать, что количество как положительных, так и отрицательных членов является бесконечным, так как в противном случае вопрос о сходимости сводится к случаю знакоположительных рядов.
 Теорема.  Если сходится ряд из модулей, то сходится и данный ряд.

Сходимость в этом случае называется абсолютной.

Обратное утверждение неверно: знакопеременный ряд может быть сходящимся, тогда как ряд из модулей – расходящийся. В подобных таких случаях говорят, что ряд  сходится условно. 

Подразделение сходимости на абсолютную и условную присуще именно знакопеременным рядам. С точки зрения введенных понятий сходящийся знакоположительный ряд – это всегда абсолютно сходящийся ряд, поскольку ряд из модулей совпадает с ним самим.
    Пример 1.   Исследовать сходимость ряда 
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Решение. Имеем общий член ряда в виде 
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а тогда для ряда из модулей  число Даламбера 
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вычисляя последний предел, мы воспользовались эквивалентностью бесконечно малых 
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 в случаях, когда значения 
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Итак, 
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, откуда следует, что сходится ряд из модулей, а тогда данный ряд сходится абсолютно.

Пример 2. Исследовать сходимость ряда 
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Решение. Имеем 
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и теперь легко заметить, что 
[image: image608.wmf]|

|

n

w

 не стремится к нулю: 
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Согласно достаточному признаку расходимости, данный ряд будет расходящимся.

 МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

                            8. Вычисление конечных сумм и сумм рядов. 

      Продемонстрируем еще несколько примеров вычисления конечных сумм и сумм рядов  на основе приемов, изложенных в параграфе.

        Конечные суммы

Пример 1. Вычислить сумму 
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Решение. Преобразуем произведение тригонометрических функций в разность: 
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Теперь вычисляем
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Значит, 
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Пример 2. Вычислить сумму    
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Решение. Разложив на множители квадратный трехчлен в знаменателе дроби и применив соотношение (1.1.1), получим
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после чего сумма членов с нулевого по т -ый (обратим внимание, что здесь нумерация членов начинается с нуля!) принимает вид
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Теперь 
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        Суммы рядов

Пример 1. Вычислить сумму ряда  
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[image: image628.wmf]Решение. Выше  (в п. 3.1.1) была вычислена т-ая частичная сумма
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т.е. ряд сходится и его сумма равна 
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Подобным образом решаем и следующий 

Пример 2. Вычислить сумму ряда
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Решение. Согласно примеру  1 настоящего параграфа имеем  т-ую частичную сумму в виде:
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Значит, 
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т.е. данный  ряд сходится и его сумма равна нулю.
Пример 3. Вычислить сумму ряда  
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Решение. Имеем   (см. п. 3.1.2)
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Следовательно, 
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т.е. ряд оказался сходящимся и его сумма равна  
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 Пример 4 . Вычислить сумму ряда  
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         Решение. Имеем  (см. пример 2 настоящего параграфа)  последовательность частичных сумм в виде
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Теперь убеждаемся (на основании определения сходимости), что ряд сходится и его сумма
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       Пример 5. Вычислить сумму ряда
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Решение. Выше установлено, что здесь члены ряда представляют собою геометрическую прогрессию, в которой 
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так что ее знаменатель 
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          9. Алгоритмы исследования знакоположительных рядов

         Общие рекомендации. При исследовании конкретного знакоположительного ряда   следует удачно выбрать соответствующий признак.  Дело в том, что каждый из достаточных признаков имеет свою (ограниченную) область применимости. Так, например, признаки Даламбера и Коши не применимы, когда соответствующее значение вычисляемого предела равно единице. 

   В общем случае можно пользоваться следующими рекомендациями:

1) Если члены ряда быстро убывают (растут), то бывает эффективен признак Даламбера. Так обстоит дело в случаях, когда an содержит в своем аналитическом выражении показательные множители (то есть множители вида 
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2) Если общий член ряда an записан в виде выражения в степени, кратной n (так что легко извлекается корень n-й степени), то эффективен признак Коши.

3) Если выражение для an содержит арифметические действия над степенными функциями, то при больших значениях n члены ряда ведут себя как 
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 (см. п. 3.2.1) и, следовательно, в качестве эталона для сравнения выбирают обобщенный гармонический ряд с соответствующим значением р . Обычно бывает эффективен признак сравнения в предельной форме.

          Применение признаков Коши и Даламбера.

          Пример 1.  Исследовать сходимость ряда 
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      Решение. Согласно вышеприведенным  рекомендациям здесь может быть эффективен признак Коши.  Имеем для 
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       Пример 2.  Исследовать сходимость ряда 


[image: image665.wmf]
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       Решение. Имеем общий член ряда в виде
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Знаменатель дроби  (выражение «факториального типа»)  –   произведение подряд записанных первых  п  натуральных нечетных множителей. Следовательно, может быть эффективным признак Даламбера.  Но для начала упростим числитель дроби – сумму п членов арифметической прогрессии, в которой первый член равен 1, а разность 
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Имеем теперь 
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 а значит, ряд сходится.
          Пример 3. Исследовать сходимость ряда 
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         Решение. Вид общего члена
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данного знакоположительного ряда   позволяет использовать признак Даламбера. Имеем              


[image: image677.wmf]5

5

!

1

1

+

=

+

+

n

n

n

a

         и        
[image: image678.wmf]n

n

n

n

п

п

n

n

n

а

а

5

5

5

5

5

1

5

5

5

5

)!

1

(

!

1

1

+

+

×

=

+

+

×

-

=

+

+

,

так что
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, то данный ряд расходится.
        Применение признаков сравнения и достаточного признака расходимости. 

       Пример 1. Исследовать сходимость ряда
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       Решение. Общий член 
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данного знакоположительного ряда содержит степенные выражения, и, следовательно, возможно сравнение  с обобщенным гармоническим рядом.  Для выбора эталона при больших значениях аргумента п достаточно ограничиться рассмотрением лишь старших его степеней, т.е. заменить 
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 Теперь  в качестве эталонного выбираем ряд с общим членом     
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оказывается расходящимся, поскольку показатель степени 
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 не больше единицы. Согласно признаку сравнения в предельной форме достаточно убедиться, что существует и отличен от нуля следующий предел: 
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Следовательно, данный ряд ведет себя (в смысле сходимости)  как эталонный, т.е. расходится.

         Пример 2. Исследовать сходимость ряда
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        Решение. Общий член ряда
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    Однако такой результат наводит на мысль, что общий член ряда не стремится к нулю при  
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и по достаточному признаку расходимости  данный ряд расходится.

Пример 3. Доказать, что 
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Решение. Если мы установим при всех действительных значениях х
сходимость  следующего знакоположительного ряда
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 то доказываемое утверждение  будет вытекать из необходимого признака сходимости ряда. Применим теперь признак Даламбера , для чего запишем
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 и вычислим  
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Поскольку получилось 
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<1, то при всех значениях х  ряд оказывается сходящимся.  На основании необходимого признака теперь имеем 
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откуда и вытекает требуемый результат. 
10.  Алгоритмы исследования знакопеременных рядов
        Напомним, что для знакопеременных рядов существует два вида сходимости: «более сильный» - абсолютная и «более слабый» - условная.  Исследование знакопеременных рядов удобно начинать с рассмотрения ряда из модулей (знакоположительный ряд,  к которому применимы известные в этом случае признаки). Если он оказывается сходящимся, то решение на этом заканчивается: данный ряд сходится абсолютно. Если же ряд из модулей расходится, то обращаемся к исследованию сходимости данного знакопеременного ряда. Так, например, в случае знакочередующегося ряда можно использовать признак сходимости Лейбница. Напомним также, что если общий член ряда (модуль общего члена ряда) не стремится к нулю, то сразу же делаем заключение, что ряд расходится.

        Примеры. 

         Пример 1. Исследовать сходимость ряда 
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         Решение. Ясно,  что значения 
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  –  знакопеременны. Члены ряда из модулей     
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    содержат в знаменателе степенные выражения, что наводит на мысль применить к нему один из признаков сравнения с обобщенным гармоническим рядом. Очевидно, что 
[image: image720.wmf]п

а

    не превосходят 
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является сходящимся, поскольку  показатель степени (в знаменателе)  
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  (ряд Дирихле при р >1). Теперь на основании признака сходимости по величине    можно утверждать, что ряд из модулей сходится. Значит, данный ряд сходится абсолютно.

                Пример 2.    Исследовать сходимость ряда 
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        Решение. Имеем знакопеременный (точнее - знакочередующийся)   ряд. 

При этом 
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 EMBED Equation.3  [image: image727.wmf]1
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, а последняя дробь имеет пределом число 1 при 
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         Пример 3.    Исследовать сходимость ряда 
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         Решение.   Имеем знакочередующийся ряд, в котором модуль общего члена равен 
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. Вспоминая, что логарифмическая функция имеет медленный рост, сразу же исключаем из рассмотрения (для ряда из модулей) признаки Коши и Даламбера.  Поскольку    
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  (это неравенство становится очевидным, если изобразить соответствующие графики),  то 
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, и, следовательно, члены ряда из модулей оказываются большими соответствующих членов расходящегося гармонического ряда
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Значит, по признаку сравнения, ряд из модулей расходится, а тогда данный ряд не обладает абсолютной сходимостью. Исследуем его на предмет условной сходимости, применив признак Лейбница. Последовательность 
[image: image734.wmf]}

{

n

a

 удовлетворяет обоим условиям соответствующей теоремы: она – убывающая и 
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. Следовательно,  данный ряд сходится, и сходимость его – условная.  

Упражнения для самостоятельного решения обучающимися
1.Вычислить суммы  следующих рядов:
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2. Исследовать сходимость знакоположительных рядов, применив признаки Даламбера или Коши:
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3. Исследовать сходимость знакоположительных  рядов, применив признаки сравнения или достаточный признак расходимости:
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3. Применив подходящий признак, исследовать сходимость следующих знакоположительных рядов:
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4. Исследовать знакочередующиеся  ряды на сходимость и, в случае сходимости, установить ее вид (абсолютная, условная):
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5.  Вычислить с точностью до 0,001 сумму ряда

                            5.1 
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Глава 5. Обучение алгоритмам решения задач в вузовском курсе 
математики
(на примере дифференциальных уравнений)

1.  Дифференциальные уравнения
с разделяющимися переменными. Алгоритмы решения

Дифференциальное уравнение вида
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называется  уравнением с разделяющимися переменными. 

Разделим переменные, учитывая, что 
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При этом уравнение преобразуется к виду     
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Интегрируя, получим общее решение:       
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Замечания 

1. Характерный признак дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными - это наличие произведений (или частных) "блоков", зависящих только от "х"  или только от  "у".

2. Если обе части уравнения делим на переменную величину, то необходимо отдельно рассмотреть также случай, когда она обращается в ноль. Так, постоянные 
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, являются, очевидно,  решениями   уравнения (1.4).

3. Произвольная постоянная, возникающая при интегрировании, может быть записана в виде 
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 или 
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, где k –любой постоянный (ненулевой)  множитель. В некоторых случаях такая запись удобна для упрощения ответа.

                                  2. Однородные уравнения

Если  уравнения  
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 не изменяются при одновременной  замене "
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" на "
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" и  "
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" на "
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", то они называются однородными.

Однородное уравнение может быть приведено к виду 
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Однородное дифференциальное уравнение преобразуется в уравнение с разделяющимися переменными  с помощью подстановки  
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где  
[image: image797.wmf](

)

x

t

t

=

 - новая неизвестная функция.

После того как новое уравнение будет проинтегрировано, следует сделать обратную замену переменных - вместо 
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   подставить 
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.

       3. Линейные уравнения первого порядка. Уравнение Бернулли

Линейным дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение вида 
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 - непрерывные (на данном интервале) функции.

Характерный признак таких уравнений – функция 
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 и ее производная 
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 содержатся в уравнении в первой степени.

Уравнение  Бернулли  имеет вид
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Существует несколько методов решения уравнений данных видов: метод вариации произвольных постоянных, метод интегрирующего множителя, метод Бернулли.


Рассмотрим  метод Бернулли.  Решение каждого из уравнений   ищется в виде 
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 - неизвестные функции.

По правилу дифференцирования произведения получим  
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 (аргумент "
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" в  дальнейшем опускаем). 

В этом случае линейное уравнение,  например,   записывается следующим образом
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Множитель 
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 можно выбрать как некоторое решение уравнения 
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Тогда исходное уравнение оказывается эквивалентным уравнению с разделяющимися переменными  
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, общее решение которого есть некоторая  
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Окончательно общий интеграл линейного дифференциального уравнения примет вид 
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Таким образом, в процессе решения приходится дважды решать уравнения с разделяющимися переменными.

По той же схеме решается и уравнение Бернулли.

4. Дифференциальные уравнения второго порядка, допускающие
 понижение порядка

Уравнение вида 


[image: image816.wmf](
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связывающее между собой независимую переменную 
[image: image817.wmf]x

, неизвестную функцию 
[image: image818.wmf](
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 и  ее производные 
[image: image819.wmf](
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, называется дифференциальным уравнением второго порядка (разрешенным относительно второй производной).

Общим решением уравнения называется функция  
[image: image820.wmf](
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, зависящая от двух произвольных постоянных 
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 и 
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, которая при любых значениях  
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является решением.


Задача Коши для дифференциального уравнения второго порядка состоит в следующем:  найти решение уравнения, удовлетворяющее заданным начальным условиям  
[image: image824.wmf](
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Геометрически, имеем задачу нахождения интегральной кривой 
[image: image825.wmf](
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, проходящей через заданную точку 
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 и имеющей данный угловой коэффициент 
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  касательной в этой точке.

Краевая задача. Задача интегрирования уравнения  называется краевой, если значения искомой функции 
[image: image828.wmf](
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 и, возможно, ее производных задаются не при одном и том же значении независимой переменной, а на концах некоторого фиксированного интервала. В некоторых случаях значения искомой функции или ее производных могут задаваться более чем в двух точках.

В некоторых случаях путем надлежащей замены переменных удается понизить порядок дифференциального уравнения, т.е. уравнение второго порядка решается последовательным рассмотрением двух уравнений первого порядка.

Рассмотрим три типа таких уравнений.

1) Уравнения вида 
[image: image829.wmf](

)

x

f

y

=

¢

¢

, содержащие только производную и независимую переменную, решаются путем последовательного интегрирования: 
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2) Уравнения вида 
[image: image832.wmf](
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, не содержащие искомой функции 
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, допускают понижение порядка с помощью подстановки 
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При этом получаем два последовательно решаемых дифференциальных уравнения первого порядка:
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3) Уравнения вида 
[image: image839.wmf](
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,  допускают понижение порядка путем подстановки   
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При этом получаем два следующих последовательно решаемых уравнения первого порядка:
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[image: image845.wmf](

)

(

)

î

í

ì

=

¢

=

¢

.

p

;

p

;

y

F

,

y

p

y

0


Формальное отсутствие аргумента 
[image: image846.wmf]x

 позволяет рассматривать функцию 
[image: image847.wmf]p

 как функцию аргумента 
[image: image848.wmf]y

.
5. Реализация алгоритмов решения дифференциальных уравнений
Составить дифференциальное уравнение по заданному семейству интегральных кривых 
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.  Поэтому искомое дифференциальное уравнение принимает вид: 
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Зная, что 
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, найти интегральную кривую, проходящую через точку 
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Решение. В данном случае необходимо найти решение задачи Коши с начальным условием 
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Найти общее решение уравнения 
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Решение. Имеем уравнение с разделяющимися переменными:


[image: image863.wmf](
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Умножим обе части уравнения  на 
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Далее обе части уравнения поделим на выражение 
[image: image866.wmf](
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Таким образом,  мы разделили переменные.   Интегрируем теперь  обе части уравнения:   
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Итак, получено общее решение уравнения в неявном виде:   
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Решить задачу Коши: 
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Решение. Перепишем уравнение в виде 
[image: image873.wmf](
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 и разделим переменные.   Поделив  обе части уравнения  на произведение  
[image: image874.wmf](
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Интегрируем:     
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Упростим теперь решение, используя свойства логарифмов:  
[image: image879.wmf](
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Итак, общее решение уравнения принимает  вид   
[image: image880.wmf](
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Теперь найдем значение постоянной  
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,  при котором будет выполнено указанное начальное условие.  

Подставляя  
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Таким образом, имеем  решение задачи Коши: 
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  или,  в явном виде,   
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Замечание 1.  Для определенности считаем, что выражения, стоящие под знаком логарифма, положительны, поэтому не записываем соответствующий знак модуля.
Замечание 2.  Здесь и в дальнейшем используются следующие свойства логарифмов:  
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Найти общее решение уравнения 
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Решение.  Непосредственное разделение переменных в данном случае невозможно, но выражение 
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 наводит на мысль об однородном уравнении вида.  Действительно, поделив обе части на 
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 Далее сделаем подстановку  
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Теперь решаем полученное уравнение с разделяющимися переменными
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Интегрируем:     
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В результате обратной подстановки приходим к  общему решению  в неявном виде:                               
[image: image905.wmf]0

tg

ln

=

+

x

y

Cx

.

Решить уравнение 
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Решение. Данное уравнение является линейным (см. соответствующие  характерные признаки). 

Сделав подстановку Бернулли 
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Полагаем    
[image: image911.wmf]0
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Решение исходного уравнения сводится к последовательному решению двух уравнений с разделяющимися переменными.

1)  Функцию 
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2)  Подставим  
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  Решив его, найдем  общее решение
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Поскольку  
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запишется в виде  
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Найти решение задачи Коши  
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Решение. Данное уравнение является уравнением Бернулли  с  
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Решаем последовательно  два уравнения.

	1)  Из уравнения 
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находим функцию 
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	2)  Подставляем   
[image: image942.wmf]x

v

=

  во второе уравнение  
[image: image943.wmf]2

2

v

u

v

u

-

=

¢

:


[image: image944.wmf]2

2

u

x

x

dx

du

-

=

×

,   
[image: image945.wmf]dx

x

du

u

-

=

-

2

,  
[image: image946.wmf]C

x

u

+

-

=

-

2

1

2

,    
[image: image947.wmf]C

x

u

2

2

2

-

=

.

	Так как 
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 Используем начальные условия  
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Итак, решение задачи Коши имеет вид:  
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       Решить уравнение 
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Решение. Данное уравнение линейно относительно функции 
[image: image956.wmf](
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Делаем подстановку Бернулли: 
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Тогда получим уравнение:  
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Далее получаем два уравнения с разделяющимися переменными.

	1)    
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    Выбрав 
[image: image969.wmf]y
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[image: image970.wmf]y

y

y

dy

du

sin

=

×

,


[image: image971.wmf]dy

y

du

sin

=

,  
[image: image972.wmf]C

y

u

+

-

=

cos

.

	Общее решение уравнения:    
[image: image973.wmf]y
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Найти общее решение уравнения  
[image: image974.wmf]x
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Решение. Имеем уравнение второго порядка, которое содержит только вторую производную искомой функции и ее аргумент.  Выразим явно вторую производную:             
[image: image975.wmf]6
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Интегрируем:      
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Для того чтобы найти функцию 
[image: image977.wmf](
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      Найти общее решение уравнения второго порядка  
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Решение. Данное уравнение не содержит явно функции  
[image: image980.wmf]y

, поэтому  сделаем подстановку 
[image: image981.wmf](
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.  Получим однородное уравнение первого порядка:   
[image: image982.wmf]x
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Теперь                        
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Итак,  получено еще одно уравнение первого порядка  (в данном случае с разделяющимися переменными)    
[image: image994.wmf]1
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Ясно, что   
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Общее решение уравнения принимает  вид:   
[image: image997.wmf]2
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   Решить задачу Коши:     
[image: image998.wmf](
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Решение. Имеем уравнение, которое явно не содержит переменную  
[image: image999.wmf]x

.   Полагаем 
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.  Следовательно,  уравнение запишется в виде:    
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.  Разделяем переменные, затем интегрируем:          
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[image: image1004.wmf]ò

ò

-

-

=

dy

y

dp

p

3

9

,     
[image: image1005.wmf]2

2

9

2

1

2

2

C

y

p

+

=

.

Далее получаем дифференциальное уравнение первого порядка 


[image: image1006.wmf](
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Постоянную 
[image: image1007.wmf]1
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 можно найти уже на этом этапе, если использовать начальные условия:    
[image: image1008.wmf](
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[image: image1011.wmf]Þ
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Остается решить уравнение  
[image: image1013.wmf](
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(при извлечении корня взят знак плюс, так как в точке  
[image: image1015.wmf]0
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[image: image1016.wmf]y
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 имеют одинаковый знак).  

Разделяя переменные, имеем:   
[image: image1018.wmf]dx
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Значение 
[image: image1020.wmf]2
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 находим из условия  
[image: image1021.wmf](
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Следовательно,          
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      Найти  решение уравнения   
[image: image1026.wmf]0
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,   удовлетворяющее  условиям:  
[image: image1027.wmf](
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Решение.  В данном случае имеем так называемую краевую задачу. 

Прежде всего, найдем общее решение дифференциального уравнения. Так как в уравнении отсутствует аргумент 
[image: image1028.wmf]x

, то сделаем подстановку третьего типа:   
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Далее решим уравнение с разделяющимися переменными:
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Возвращаемся к  
[image: image1035.wmf]y
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,  получаем  уравнение:    
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Решаем его:  
[image: image1037.wmf]dx
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[image: image1038.wmf]ò

+

=

-

2

2

1

C

x

y

C

dy

.

Интеграл в левой части равенства  найдем с помощью замены переменной 
[image: image1039.wmf]z
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Итак, общее решение заданного уравнения:


[image: image1041.wmf]2

1

arcsin

C

x

C

y

+

=

   или   
[image: image1042.wmf](
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Используем теперь краевые условия:  
[image: image1043.wmf]0

0

=

=

y

,

x

   и   
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Подставляя  их  в общее решение,  получим   и  решим  следующую систему уравнений: 


[image: image1045.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

×

=

×

.

C

C

,

C

C

1

cos

0

sin

2

1

2

1

 
[image: image1046.wmf]Û
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Таким образом,  функция  
[image: image1050.wmf]x
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  является единственным решением  данной краевой задачи.

          6. Контрольные задания
             1)Теоретические упражнения
1) Доказать, что функция 
[image: image1051.wmf](
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 является решением задачи Коши    
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)

(

)

î

í

ì

=

=

¢

0

0

y

x

y

,

y

,

x

f

y

 тогда и только тогда, когда она удовлетворяет интегральному уравнению 
[image: image1053.wmf](
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. (Предполагается, что в некоторой окрестности точки 
[image: image1054.wmf](
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 выполнены условия теоремы существования и единственности решения задачи Коши).
2) Пусть  
[image: image1055.wmf](
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 -  функции, непрерывные в окрестностях точек 
[image: image1056.wmf]0
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 является решением уравнения 
[image: image1062.wmf](
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3) С помощью замены переменных 
[image: image1063.wmf]b
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  найти общее решение уравнения вида   
[image: image1064.wmf](
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[image: image1065.wmf]b
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 - любые постоянные величины, 
[image: image1066.wmf]f

 - произвольная дифференцируемая на всей числовой оси функция).

4) С помощью замены переменных 
[image: image1067.wmf]by
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  найти общее решение уравнения вида   
[image: image1068.wmf]q
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[image: image1069.wmf]q
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5)  Найти  общее  решение  уравнения    
[image: image1070.wmf](
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[image: image1071.wmf]0
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 - любая постоянная величина, 
[image: image1072.wmf]f

 - произвольная дифференцируемая на всей числовой оси функция).

6) Могут ли интегральные кривые дифференциального уравнения  
[image: image1073.wmf](
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7) Пусть
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-два различных решения  уравнения 
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  будет  решением  данного уравнения?

8) Найти общее решение уравнения  
[image: image1080.wmf](
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9)  Может ли решение уравнения  
[image: image1082.wmf]y
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[image: image1083.wmf](
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 иметь точки минимума?

10) Решить уравнение  
[image: image1084.wmf](
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                  Задачи для самостоятельного решения обучающимися
Решить дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными:
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Решить однородные дифференциальные уравнения первого порядка:
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ç

è

æ

-

¢

y

,

x

y

x

y

y

;
	(Ответ:  
[image: image1112.wmf]x

x

y

=

sin

).


Решить линейные уравнения или уравнения Бернулли: 

	
[image: image1113.wmf]x

e

y

y

3

2

=

+

¢

;
	(Ответ:
[image: image1114.wmf]x

x

Ce

e

y

2

3

5

3

-

+

=

);

	
[image: image1115.wmf]x

x

y

y

2

sin

tg

=

+

¢

;
	(Ответ:
[image: image1116.wmf]x

C

x

y

cos

cos

2

2

+

-

=

);

	
[image: image1117.wmf](

)

4
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1

2

+

=

+

-

¢

x

y

x

y

y

;
	(Ответ:
[image: image1118.wmf](

)

(

)

C

x

x

y
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1

1

6
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+

+

+

=

);

	
[image: image1119.wmf](

)

1
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=

+

-

¢

y

,

y

x

y

y

;
	(Ответ:
[image: image1120.wmf]1

2

2

+

=

x

x

y

);

	
[image: image1121.wmf](

)
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1

2

3
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=

+

¢

y

,

x

y

y

;
	(Ответ:
[image: image1122.wmf]1

2

2

+

-

-

+

=

x

e

x

y

);

	
[image: image1123.wmf](

)
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+
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,

e

x

y

y

x

;
	(Ответ:
[image: image1124.wmf]x

e

x

y

-

×

+

=

3

9

3

);

	
[image: image1125.wmf](

)

0

1

2

=

-

+

dy

xy

dx

y

; 
	(Ответ:
[image: image1126.wmf]Cy

y

x

ln

=

).

	Указание: рассмотреть данное уравнение как линейное относительно 
[image: image1127.wmf](

)

y

x

.


Решить следующие дифференциальные уравнения, понижая их порядок: 

	
[image: image1128.wmf]x

x

x

x

x

y

sin

cos

2
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2

-

+

-

=

¢

¢

;
	  (Ответ:  

  
[image: image1129.wmf](
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y
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);

	
[image: image1130.wmf]y
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x
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;
	(Ответ:    
[image: image1131.wmf]2

2

1

2

C

x

x

С

y

+

-

=

);



	
[image: image1132.wmf]y

x

x

y
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;


	(Ответ:    
[image: image1133.wmf](
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=

);



	
[image: image1134.wmf](
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=
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=
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  Отв:  
[image: image1135.wmf](
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;

	
[image: image1136.wmf](
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  (Ответ:   
[image: image1137.wmf]3

3

x

x

y
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=

);

	
[image: image1138.wmf](
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            (Ответ:   
[image: image1139.wmf]x

y

4

5

ctg

-

=

);

	
[image: image1140.wmf](
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	(Ответ: 
[image: image1141.wmf]1
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).


                                  7. Задания в тестовой форме
ТЕСТ 1

	 Задание 1.

Определите тип каждого из данных уравнений: 
1) 
[image: image1142.wmf]x

y

x

y

y

sin

+

=

¢


2) 
[image: image1143.wmf]0

2

=

-

+

¢

xy

y

y


3) 
[image: image1144.wmf](

)

0

4

2

=

+

-
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y

dx

y

x


4)
[image: image1145.wmf]x

x

xy

y

arcsin

1

2

=

-

+

¢



	Варианты ответов:

( уравнение с разделяющимися переменными;

( однородное уравнение первого порядка;

( линейное уравнение первого порядка;

( уравнение Бернулли.

	Задание 2. 

Сопоставьте уравнения второго порядка и способы их  решения.

1)
[image: image1146.wmf](

)
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2
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2

=
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y
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2)
[image: image1147.wmf]x
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=
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¢


3)
[image: image1148.wmf]0
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=

¢

¢

-

¢

×

y
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y



	Варианты ответов:

( последовательное интегрирование обеих частей уравнения

( подстановка 
[image: image1149.wmf](
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x

z

y

,

x

z

y

¢

=

¢
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=

¢


( подстановка 
[image: image1150.wmf](
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p

y
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p

y

×

=

¢

¢

=

¢



	Задание 3. 

Указать функцию, являющуюся  решением уравнения   


[image: image1151.wmf](

)

1

2

+

=

×

x

dx

dy

y



	Варианты ответов:

○
[image: image1152.wmf]x

e

y

=


○
[image: image1153.wmf]2

=

y


○
[image: image1154.wmf]1

1

+

=

x

y


○
[image: image1155.wmf](

)

1

ln

+

=

x

y




	Задание 4. 

Решениями уравнения 
[image: image1156.wmf](
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x

e

x

y

+

+

=

¢

¢

1

2


являются функции…
	Варианты ответов:  (укажите два ответа)

○
[image: image1157.wmf](
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○
[image: image1158.wmf](
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○
[image: image1159.wmf]2
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○
[image: image1160.wmf]2
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=



	Задание 5. 

Среди перечисленных задач

"задачей Коши" является …
	Варианты ответов:

○ 
[image: image1161.wmf]2

1

x

y

xy

-

=

¢


○ 
[image: image1162.wmf]1
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○ 
[image: image1163.wmf]1
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○ 
[image: image1164.wmf](
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y




	Задание 6. 

Функция 
[image: image1165.wmf](

)

1

+

=

x

C

y

является решением  уравнения 
[image: image1166.wmf]0

2

=

+

¢

y

,  если 
[image: image1167.wmf]C

 принимает значение …


	Укажите ответ

(


	Задание 7. 

Решите задачу Коши  
[image: image1168.wmf](
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6


и  в ответе укажите  значение  
[image: image1169.wmf](

)

0

y

.


	Укажите ответ

(


	Задание 8. 

 Решить дифференциальное уравнение 
[image: image1170.wmf]y

x

x

y

y

+

=

¢

. 


	Запишите полное решение

	Задание 9.

 Решить дифференциальное уравнение 
[image: image1171.wmf]4

2

y

x

x

y

y

=

+

¢

.


	Запишите полное решение

	Задание 10. 

Решить дифференциальное уравнение


[image: image1172.wmf]2

1

2

y

y

x

y

+

=

¢

+

¢

¢

 .


	Запишите полное решение


ТЕСТ 2

	 Задание 1.

Определите тип каждого из данных уравнений: 

1) 
[image: image1173.wmf]y

y

x

y

ln

cos

=

¢


2)
[image: image1174.wmf]2

x

x

y

y

=

+

¢


3) 
[image: image1175.wmf](

)
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4

2

=

+

-

dy

y

dx

y

x


4)
[image: image1176.wmf]3
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2

2

y

x

xy

y

=

+

¢


	Варианты ответов:

( уравнение с разделяющимися переменными;

( однородное уравнение первого порядка;

( линейное уравнение первого порядка;

( уравнение Бернулли

	Задание 2. 

Сопоставьте уравнения второго порядка и способы их  решения.

1) 
[image: image1177.wmf]x

xe

y

-

=

¢

¢


2)
[image: image1178.wmf](
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=
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¢


3) 
[image: image1179.wmf](

)
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1

=

¢

¢

+

+

¢

y

x

y



	Варианты ответов:

( последовательное интегрирование обеих частей уравнения

( подстановка 
[image: image1180.wmf](

)

(

)

x

z

y

,

x

z

y

¢

=

¢

¢

=

¢


( подстановка 
[image: image1181.wmf](
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y
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=
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=

¢



	Задание 3. 

Указать функции, являющиеся  решениями уравнения 
[image: image1182.wmf]y

y

x

¢

=

×

2

.


	Варианты ответов: (укажите два ответа)

○
[image: image1183.wmf]2

2

4

x

y

-

=


○
[image: image1184.wmf]2

2

x

y

=


○
[image: image1185.wmf]2

2

x

y

-

=


○
[image: image1186.wmf]2

2

x

y

=



	Задание 4. 

Общим решением уравнения второго порядка 
[image: image1187.wmf]x

x

y

+

=

¢

¢

2

 является функция…
	Варианты ответов:

○
[image: image1188.wmf]C

x

x

y
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+
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○ 
[image: image1189.wmf]2
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○
[image: image1190.wmf]2
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○
[image: image1191.wmf]2
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	Задание 5. 

Среди перечисленных задач "задачей Коши" является …
	Варианты ответов:

○ 
[image: image1192.wmf]0

2

=

+

+

¢
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y

x

y


○ 
[image: image1193.wmf](
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○
[image: image1194.wmf](
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=

¢

¢

y

,

y

,

y

y

y


○
[image: image1195.wmf](
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y




	Задание 6. 

Указать, при каком значении 
[image: image1196.wmf]C

 функция 
[image: image1197.wmf]3

x

y

=

 является решением уравнения 
[image: image1198.wmf]2

Cx

y

=

¢

.


	Укажите ответ

(


	Задание 7. 

Решите задачу Коши  
[image: image1199.wmf]ï
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÷
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è
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и  в ответе укажите  значение
[image: image1200.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

4

e

y

.


	Укажите ответ

(


	Задание 8. 

Решить дифференциальное уравнение  
[image: image1201.wmf]x

y

tg

x

y

y

x

=

-

¢

.


	Запишите полное решение

	Задание 9. 

Решить дифференциальное уравнение   
[image: image1202.wmf]1

sin

cos

=

×

+

¢

×

y

x

y

x

. 


	Запишите полное решение

	Задание 10. 

Решить дифференциальное уравнение    
[image: image1203.wmf]0

1

2

=

+

¢

¢

y

y

.


	Запишите полное решение


ТЕСТ 3

	 Задание 1.

Определите тип каждого из данных уравнений: 

1) 
[image: image1204.wmf]0

ln

2

=

+

-

¢

y

x

y

y

x


2) 
[image: image1205.wmf]y

x

y

y

x
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=
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2
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3) 
[image: image1206.wmf]x

x

y

y

x

cos

2

=

-

¢


4)
[image: image1207.wmf]y

x

y

tg

tg

×

=

¢


	Варианты ответов:

( уравнение с разделяющимися переменными;

( однородное уравнение первого порядка;

( линейное уравнение первого порядка;

( уравнение Бернулли.

	Задание 2. 

Сопоставьте уравнения второго порядка и способы их  решения.

1)
[image: image1208.wmf]x

y

y
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y
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2)
[image: image1209.wmf](
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3)
[image: image1210.wmf]x

x

y

2
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sin

4

=

¢

¢



	Варианты ответов:

( последовательное интегрирование обеих частей уравнения

( подстановка 
[image: image1211.wmf](
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( подстановка 
[image: image1212.wmf](
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	Задание 3. 

Указать функцию, являющуюся  решением уравнения 
[image: image1213.wmf]x

y

tg
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=

¢

.


	Варианты ответов:

○
[image: image1214.wmf]x
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2
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○
[image: image1215.wmf])
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○
[image: image1216.wmf]x
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y
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○
[image: image1217.wmf]=
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	Задание 4. 

Решениями уравнения 
[image: image1218.wmf]4
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¢

¢

x
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y

  являются функции…
	Варианты ответов:  (укажите два ответа)

○
[image: image1219.wmf](
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○
[image: image1220.wmf]2
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○
[image: image1221.wmf](
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○
[image: image1222.wmf](
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	Задание 5. 

Среди перечисленных задач "задачей Коши" является …
	Варианты ответов:

○ 
[image: image1223.wmf]2
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○ 
[image: image1224.wmf](
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[image: image1225.wmf](
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○ 
[image: image1226.wmf](
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	Задание 6. 

Указать, при каком значении 
[image: image1227.wmf]C

 функция 
[image: image1228.wmf]3
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 является  решением  уравнения 
[image: image1229.wmf]2
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.


	Укажите ответ

(


	Задание 7. 

Решите задачу Коши


[image: image1230.wmf](
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и  в ответе укажите  значение  
[image: image1231.wmf](

)
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y

.


	Укажите ответ

(


	Задание 8. 

Решить дифференциальное уравнение 
[image: image1232.wmf](
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	Запишите полное решение

	Задание 9.

Решить дифференциальное уравнение 
[image: image1233.wmf]2
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	Запишите полное решение

	Задание 10. 

Решить дифференциальное уравнение    
[image: image1234.wmf](
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	Запишите полное решение


ТЕСТ 4

	 Задание 1.

Определите тип каждого из данных уравнений: 

1) 
[image: image1235.wmf]2
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	Варианты ответов:

( уравнение с разделяющимися переменными;

( однородное уравнение первого порядка;

( линейное уравнение первого порядка;

( уравнение Бернулли.

	Задание 2. 

Сопоставьте уравнения второго порядка и способы их  решения.

1) 
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	Варианты ответов:

( последовательное интегрирование обеих частей уравнения

( подстановка 
[image: image1242.wmf](
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( подстановка 
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	Задание 3. 

Указать функции, являющиеся  решениями уравнения 
[image: image1244.wmf]0
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	Варианты ответов: (укажите  два  ответа)
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	Задание 4. 

Общим решением уравнения второго порядка 
[image: image1249.wmf]x
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	Варианты ответов:
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	Задание 5. 

Среди перечисленных задач "задачей Коши" является …
	Варианты ответов:
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	Задание 6. 

Указать, при каком значении 
[image: image1258.wmf]C

 функция 
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	Укажите ответ
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	Задание 7. 

Решите задачу Коши  
[image: image1261.wmf](
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и  в ответе укажите  значение 
[image: image1262.wmf](
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	Укажите ответ
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	Задание 8. 

Решить дифференциальное уравнение  
[image: image1263.wmf]2
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	Запишите полное решение

	Задание 9. 

Решить дифференциальное уравнение
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	Запишите полное решение

	Задание 10. 

Решить дифференциальное уравнение
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	Запишите полное решение
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