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Аннотация. Исследована задача гидроупругости трехслойной пластины образующей 

статор опоры с абсолютно твердым вибратором. Рабочая жидкость опоры рассматривается 

как вязкая несжимаемая жидкость. Статор опоры считается жестко защемленным по торцам. 

Рассматривается плоская задача для режима установившихся гармонических колебаний 

вибратора. Построена математическая модель опоры и предложены подходы к ее 

исследованию. 

Ключевые слова: гидроупругость, колебания, трехслойна пластины, абсолютно жесткий 

вибратор, вязкая несжимаемая жидкость. 

 

Abstract. The hydroelasticity problem of three-layer plate, forming stator of a supporting 

device with absolutely solid vibrator is investigated. The working liquid of the supporting device 

consider as incompressible viscous liquid. The stator of supporting device is clamped at its butt 

ends. We investigate the flat problem for the regime of stationary harmonic oscillations of vibrator. 

As a result, the mathematical model of supporting device was built and we have proposed the 

approaches for its study. 

Keywords: hydroelasticity, oscillations, three-layer plate, absolutely solid vibrator, viscous 

incompressible liquid 
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Исследованию статики и динамики трехслойных конструкций посвящено 

достаточно много работ, например, сошлемся здесь на обзор представленный в 

[1]. С другой стороны, в настоящее время актуальными являются исследования 

проблем гидроупругости однородных упругих конструкций [2-4]. При 

исследовании проблем гидроупругости особое направление составляют работы 

по учету влияния вязкости жидкости. Для примера сошлемся здесь на работы 

[5-13], в которых исследованы различные проблемы гидроупругого 

взаимодействия однородных пластин и цилиндрических оболочек со слоем 

вязкой жидкости. В работах [14-22] исследованы проблемы гидроупругих 

колебаний геометрических нерегулярных пластин и оболочек, 

взаимодействующих с вязкой жидкостью. В то же время работ, посвященных 

исследованию гидроупругости трехслойных конструкций крайне мало. В 

предлагаемой работе исследуются динамика упругой трехслойной 

конструкций, взаимодействующей с жидкостью, в составе опоры. 

Гидродинамическая опора условно представлена на рис.1. Имеется 

абсолютно жесткое тело – вибратор I опоры. Внутренняя поверхность 

вибратора является плоской и образует одну из стенок щелевого канала. 

Вибратор имеет ширину b и длину 2ℓ и совершает заданные колебания в 

вертикальной плоскости с частотой ω и амплитудой zm. Вторую стенку 

щелевого канала образует упругий трехслойный стержень – статор II опоры. 

Его ширина и длина совпадают с шириной и длиной вибратора. Статор 

представляет собой пакет, набранный из двух несущих слоев 1 и 2 толщиной 1h  

и 2h , воспринимающих основные динамические и статические нагрузки и 

заполнителя 3 толщиной 2c, обеспечивающего их совместную работу. 

Материал заполнителя можно считать жестким.  

 
Рис.1. 

Для статора справедлива гипотеза ломаной нормали, т.е. в тонких 

несущих слоях 1, 2 справедливы гипотезы Кирхгофа, а в несжимаемом 

заполнителе 3 нормаль остается прямолинейной и не меняет своей длины, 
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однако поворачивается на некоторый дополнительный угол )(xϕ . На торцах 

трехслойного статора предполагается наличие жестких диафрагм, 

препятствующих относительному сдвигу слоев, но не мешающих 

деформированию из своей плоскости. Торцы трехслойного статора считаются 

жестко защемленными. Деформации трехслойного статора можно считать 

малыми. 

Вязкая несжимаемая жидкость III полностью заполняет зазор между 

вибратором и статором. Средняя величина щелевого зазора равна h0. На торцах 

сторон 2ℓ имеются торцевые уплотнители, и истечение жидкости через эти 

торцы отсутствует. При этом предполагается что, на торцах сторон b торцевые 

уплотнители отсутствуют, и жидкость из щелевых зазоров вдоль сторон b 

может свободно истекать в окружающую жидкость, находящуюся в 

технологических полостях корпуса опоры.  

1. Введем в рассмотрение декартовую систему координат Oxyz связанную 

с абсолютно твердым корпусом опоры и совпадающую со срединной 

поверхностью заполнителя упругого трехслойного стержня (статора) в 

невозмущенном состоянии. Закон движения вибратора будем представлять как  

)( tfzz zm ω= , (1) 

)(sin)(z ttf ωω = . (2) 

Динамика рабочей жидкости в двумерном случае описывается системой 

уравнений Навье-Стокса и неразрывности [22]:  
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во введенных для рассматриваемой задачи безразмерных переменных  

,,,,,,,1
00

1

0

0
ζξ ωωζξωτλψ UzuU

h
zu

h

hczx
t

h

zh
mzmx

m ==
−−

====<<=
ℓ

ℓℓ
  

 (4) 

2
2
0 2Re ε
ν
ω

==
h

, ),(
2

0

τξ
ψ

ωρν
P

h

z
p m= ,  

здесь x, z – декартовы координаты; ux, uz – проекции вектора скорости жидкости 

на оси координат; p – давление; ρ, ν – плотность и коэффициент 

кинематической вязкости жидкости; ψ, λ, Re – параметры, характеризующие 

задачу. 

В краевых условиях системы (3) учитываем, что скорость жидкости на 

вибраторе и статоре совпадает их скоростями [4, 22] 
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где ),(),,(),,( τξϕϕτξτξ Φ=== mmm WwwUuu ,  – перемещения статора в 

направлении оси Ox и Oz  и поворот нормали в заполнителе соответственно.  

Условие свободного истечения жидкости в направлении оси Ox и в 

противоположном направлении принимают вид для давления 

0=P  при 1±=ξ . (6) 

Уравнения динамики упругого трехслойного статора (уравнения динамики 

трехслойного стержня с несжимаемым заполнителем см. [1]) во введенных 

безразмерных переменных имеют вид 
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Здесь 71 ,...,aa  – коэффициенты, приведенные в [1];  

chhm 322111 2ρρρ ++= , chhm )( 22116 ρρ −= , 

)2()2( 2221117 hchhchm +−+= ρρ , 2
322112 )3/4( cchhm ρρρ ++= , 
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3/2)3()3( 3
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и приняты обозначения: kρ  – плотность материала k-го слоя, k = 1, 2, 3 – номер 

слоя; qzх, qzz – напряжения, действующие на внутреннюю поверхность статора 

со стороны слоя жидкости. 

Выражения для напряжений qzх, qzz, действующих на статор со стороны 

жидкости в безразмерных переменных (4) запишутся как  
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Уравнения динамики трехслойного статора дополняются условиями его 

жесткого защемления на торцах 
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∂
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   при  1±=ξ . (10) 

2. В нулевом приближении по ψ и λ  получаем линеаризованные уравнения 

динамики тонкого слоя вязкой несжимаемой жидкости  
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и соответствующие им граничные условия для скоростей на непроницаемых 

поверхностях абсолютно жесткого вибратора и упругого геометрически 

нерегулярного статора 
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а также условия для гидродинамического давления на торцах (6). 

Принимая во внимание, что согласно (8), (9) выполняется условие 

qzz >> qzx, пренебрегаем qzx и в нулевом приближении по λ  и ψ, нормальное 

напряжение на статоре имеет вид  
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также учтем, что 1
2

4 mm <<ℓ ,  17 mm <<ℓ , 13 mm <<ℓ  и ими можно 

пренебречь. 

Проводя решение задачи динамики жидкости (11) с граничными 

условиями (12), (6) при гармоническом законе движения вибратора найдено 

безразмерное давление в жидкости: 
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где νωε /2 2
0

2 h= , α , γ  – частотозависимые коэффициенты, определенные в [4]. 

Решение уравнений (7) исходя из граничных условий (10) представим в 

виде разложения по собственным функциям:  
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Здесь kα  – корни уравнения 0=+ kk tgth αα , =1α 2,356, =2α 5,498, …., 

πα )4/1( −= kk . 

Подставляя (15) в уравнения (7) с учетом (13), (14) и производя 

переразложение членов уравнения по собственным функциям kY , kX , учитывая 

гармонический характер по времени, полагая k
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 и приравнивая коэффициенты при 

одинаковых собственных функциях, получим системы алгебраических 

уравнений: 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых собственных функциях, 

получаем систему линейный алгебраических уравнений. Задаваясь количеством 

членов разложения из этой системы можно известными методами найти 

искомые величины kkk RPQ ,,  тем самым, определяя перемещения 

трехслойного статора, а, следовательно, определяя законы упругих 



 22

перемещений трехслойного статора и давление в слое жидкости в зависимости 

от заданного закона движения вибратора. 

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ  15-01-01604-a. 
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