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Аннотация. В работе рассматривается задача теплопроводности и термоупругости для 

двухсвязной пластинки переменной толщины. В качестве метода решения используется 

метод конечных элементов. Рассматривается два различных закона изменения в зависимости 

от радиуса и угла толщины пластинки и постоянная толщина. Проводится сравнение 

результатов для определения мест возникновения максимальных напряжений для различных 

законов изменения толщины. 
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Abstract. The paper considers the problem of heat conduction and thermoelasticity for a 

doubly connected plates of variable thickness. As a method for solving the finite element method is 

used. We consider two different law changes depending on the radius and angle of the plate 

thickness and a constant thickness. A comparison of the results to determine the location of the 

maximum stress to the various laws thickness changes. 
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Определение поля температур является первым этапом решения задачи 

термоупругости. 

Рассматривается плоская задача теплопроводности для двухсвязной 

области. Внутренний контур представляет собой окружность радиуса 1R , 

внешний – квадрат со стороной 22R  (рис. 1). На внутреннем контуре задана 

температура 1T , на внешнем - 2T ; основания теплоизолированы. Пластина 

симметрична относительно срединной плоскости и имеет переменную 

толщину. Предполагается, что температура по толщине постоянна и 

удовлетворяет уравнению теплопроводности [1]: 
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Интегрирование уравнения (1) эквивалентно нахождению экстремума 

функционала [2]: 
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Для отыскания минимума функционала (2) разбиваем область на 

треугольные элементы: 
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N - число элементов; 

∫∫ 







∂
∂

+
∂
∂

= dxdy
y

T

x

T
hJ i

i 22)( )()(
2

1
;                             

ih - средняя толщина элемента. 

В пределах каждого элемента функция температур аппроксимируется 

линейным сплайном:     yxT 321 ααα ++=  

Приняты следующие характеристики материала пластинки: 

мПаE 5101.2 ⋅=  - модуль Юнга;  

3.0=µ  - коэффициент Пуассона; 

 
oK/11012 6−⋅=α  коэффициент линейного расширения.  

Соотношение между контурами определялось зависимостью 
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Температура на внутреннем контуре KT 0
1 273= , на внешнем - KT 0

2 373= . 

Принимая во внимание геометрическую симметрию пластинки и 

температурные условия на границе, была рассмотрена только часть пластинки с 

учетом наложения дополнительных связей, т.е. на участках AB  и FD  

выполнены условия теплоизоляции и, кроме того, перемещения в 

горизонтальном направлении на отрезке AB  и в вертикальном направлении на 

участке FD  равны нулю (рис. 2).  

  
Рис. 1. Рис. 2 

 



Рассмотрены три случая изменения толщины пластинки. 

1 случай. Пластинка имеет постоянную толщину consth = .  

2 случай. Переменность толщины h  в радиальном направлении 

определялась зависимостью: )1()()( 22
21
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1h  - толщина на внутреннем контуре пластинки; 

2h  - толщина на внешнем контуре на осях x  и y . 

3 случай. Переменность толщины в зависимости от угла определялась 

следующими соотношениями: )4cos1())(()( 0 θθ Ah
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y
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1h  и 2h  - толщины пластинки в направлениях 0=θ  и 
4

π
θ = .  

Были рассмотрены пластинки с соотношением параметров толщины 

2
2
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На рис. 3 и рис. 4 показано распределение температуры для двух 

направлений во всех трех случаях изменения толщины пластинки: на рис. 3 

вдоль оси x  (т.е. при 0=θ ), на  рис. 4 по диагонали квадрата (т.е. при 
4

π
θ = ). 

 
Рис. 3 

 



 

 
Рис. 4 

 

Решение задачи термоупругости получено методом конечных элементов, 

построенным на принципе минимизации функционала потенциальной энергии 

деформации. 
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Вид функционала для каждого элемента следующий [3]:  
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На рис.5 и рис.6 показано распределение главных напряжений θσ  для 

двух направлений во всех трех случаях изменения толщины пластинки: на 

рис.5 вдоль оси x  (т.е. при 0=θ , где напряжения  θσ  и yσ  совпадают), на рис.6 

по диагонали квадрата (т.е. при 
4

π
θ =  ).  

 

 

Рис. 5 

 



 

 
Рис. 6 

 

 

Сравнение графиков 1, 2 и 3 на рисунках 5 и 6 позволяет сделать вывод, 

что максимальные напряжения в пластинках с постоянной и переменной 

толщиной возникают в разных местах: в случае пластинки постоянной 

толщины – это точка внутреннего контура при 0=θ ; для пластинки с 

радиально изменяющейся толщиной – точка внешнего контура при 0=θ ; а для 

пластинки с толщиной, зависящей от угла θ  - точка внутреннего контура при 

4

π
θ = . 
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