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Аннотация. Задача динамики демпферов и опор с тонким слоем вязкой несжимаемой 
жидкости рассматривается при взаимодействии его с упругим статором. Он может быть 
упругой пластиной в виде балки-полоски. Вибратор может быть как упругим, так и 
абсолютно твёрдым. В этой задаче имеются источники движения систем «жидкость - 
упругое тело». Для выявления динамических характеристик систем необходимо решать 
связанные задачи динамики упругих пластин и вязкой несжимаемой жидкости. 
Упрощающими задачу факторами являются малость толщины слоя жидкости по сравнению с 
линейным размером пластинки, как в теории смазки. В получающейся задаче 
гидроупругости вводится ещё предположение о малости амплитуды перемещений статора по 
сравнению с толщиной слоя жидкости, но не с толщиной пластинки. В этих условиях 
уравнения гидродинамики линеаризуются. Уравнения динамики упругих элементов 
остаются нелинейными, если таковыми были изначально. При отсутствии возможности 
найти точное решение, применяется метод итерации для решения уравнений 
гидродинамической теории смазки.  
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Abstract. The problem of damping and basis dynamics of viscous incompressible liquid is 
considered under interaction with an elastic stator. It may take the form of an elastic plate of a 
beam-stripe type A vibrator may be elastic or absolutely solid. This problem contains the systems 
“liquid – elastic body” movement sources. To reveal dynamic characteristics of these systems, it is 
necessary to solve the connected problems of an elastic plate and viscous incompressible liquid 
dynamics. The factor, making the problem simpler, is a small thickness of liquid layer in 
comparison with a linear size of the plate, as in lubrication theory. The problem under consideration 
contains this supposition about a small size of stator’s movements amplitude in comparison with 
liquid layer thickness, but not with a plates thickness. Under these conditions hydrodynamics 
equations become linear. The elastic elements dynamics equations remain non-liner, if they were 
such initially. If it is not possible to find the exact solution, the iteration method for solving the 
lubrication theory hydrodynamics equations applied.  

Keywords: viscous liquid, elastic plates, oscillations, waves. 
 
Задачи взаимодействия идеальной жидкости с упругими пластинами 

составляют одно из важных направлений аэрогидроупругости [1]. При этом 
основное внимание уделяется рассмотрению гидроупругих колебаний системы 
жидкость-пластина. Например, колебания круглой пластины на свободной 
поверхности идеальной несжимаемой жидкости, находящейся в 
цилиндрическом резервуаре исследованы в [2]. Математическое моделирование 
и экспериментальное исследование колебаний пластин, погруженных в 
идеальную несжимаемую жидкость со свободной поверхностью, проведено в 
[3,4]. В [5] рассмотрена плоская задача излучения пластиной акустических волн 
в идеальной сжимаемой жидкости за счет вынужденных колебаний пластины, 
контактирующей с одной стороны с жидкостью. В [6,7] изучены свободные 
колебания консольно закрепленных пластин, частично погруженных в 
идеальную несжимаемую жидкость со свободной поверхностью. В [8] 
проведено исследование собственных колебаний прямоугольных пластин 
полностью погруженных в неподвижную идеальную жидкость или плавающих 
на ее свободной поверхности. В [9] проведено аналогичное исследование для 
случая взаимодействия пластин с потоком идеальной жидкости, а также 
найдены критические скорости потока соответствующие потери устойчивости. 

Однако, в указанных работах при изучении гидроупругих колебаний не 
учитывается демпфирование обусловленное вязкостью жидкости. В [10,11] 
рассмотрены вопросы взаимодействия слоя вязкой жидкости с 
упругозакпрепленной стенкой плоского или клиновидного канала. В [12-15] 
рассмотрены различные постановки и решения задач о гидроупругих 
колебаниях балок, взаимодействующих с вязкой несжимаемой жидкостью. В 
[16-19] исследованы вопросы гидроупругих колебаний пластин, 
взаимодействующих со штампом через слой вязкой жидкости при пульсации 
последней и в условиях вибрации основания. Исследованию гидроупругих 
колебаний пластин, установленных на упругом основании Винклера и 
взаимодействующих со слоем вязкой несжимаемой жидкости посвящены 
работы [20-23]. Проблемы вынужденных гидроупругих колебаний ребристых 
пластин, взаимодействующих с абсолютно твердым штампом через слой вязкой 
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жидкости исследованы в [24-26]. Аналогичные задачи для трехслойных 
стержней и пластин рассмотрены в работах [27-30]. Гидроупругие колебания 
оболочки, заполненной пульсирующей вязкой несжимаемой жидкостью 
исследованы в [31]. 

Проведенные исследования показали, что в случае использования 
линейной теории пластин и заданных гармонических по времени воздействиях 
на систему, решение задачи гидроупругих колебаний может определяться в 
виде гармонической зависимости всех ее параметров по времени. Это возможно 
в силу наличия в колебательной системе демпфирования, обусловленного 
учетом вязкости жидкости, что приводит к быстрому затуханию по времени 
решения из-за начальных условий и выходу на установившиеся вынужденные 
колебания [32]. В указанном выше случае, становится возможным найти 
точные решения линеаризованных уравнений механики жидкости, записанных 
в виде уравнений теории смазки, но с учётом локального члена инерции для 
любых значений колебательного (смазочного) числа Рейнольдса оставаясь в 
рамках ламинарного движения. 

В рассмотренных выше работах нормальное напряжение жидкости 
(давление) на поверхности упругого тела оказываются значительно больше 
касательного напряжения и последним обычно пренебрегают. 

В предлагаемой работе, рассмотрим возможность получения 
приближённого значения решения уравнений динамики жидкости методом 
итерации, пренебрегая на первом шаге локальным членом инерции и учитывая 
его на втором шаге итерации. При этом можно доказать, что метод итерации 
сходится при условии, что колебательное число Рейнольдса меньше единицы 
[12]. Этот подход позволяет отказаться от требования гармонического закона 
по времени всех параметров жидкости и упругих элементов. Появляется 
возможность решать нелинейные уравнения динамики пластин или при 
негармонических законах изменения по времени источников движения, таких 
как ускорение, действующее на систему, или перепад давления в жидкости. 

На рис. 1 представлена система «жидкость-упругое тело». На этом 
рисунке представлен вибратор на пружине 1, упругий статор 2 и слой жидкости 
3 между ними. Ширина прямоугольной пластины b значительно больше её 
длины 2l (b>>2l) и рассматривается плоская задача для балки-полоски 2. Для 
балки-полоски предполагается, что толщина слоя 3 значительно меньше длины 
пластинки 2, то есть l20 <<δ  и вводится малый параметр задачи 10 <<= lδψ . 

Амплитуда колебаний вибратора 1 (см. рис. 1) предполагается значительно 
меньше толщины слоя жидкости 3, то есть вводится малый параметр 

10 <<= δλ mz . Прогиб упругих элементов 2 значительно меньше толщины слоя 

жидкости 3, то есть 0δ<<W   и )(0 λδ OW = , порядка λ . 

Рассмотрим постановку решения задачи гидродинамики слоя жидкости, 
взаимодействующего с жёстким штампом (вибратором) и упругой пластинкой 
(в том числе трёхслойной или ребристой со стороны, не контактирующей с 
жидкостью) в условиях вибрации основания. Все тела заключены в едином 
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корпусе, имеющем справа и слева торцевые полости, заполненные той же 
жидкостью, что и жидкость между штампом и пластиной. Давление жидкости в 
правой и левой полости 0p , а истечение жидкости на торцах можно считать 

свободным. 

 

Рис 1 

Штамп может перемещаться в вертикальном направлении за счёт наличия 
упругой связи (пружина или магнитный подвес) с корпусом. При этом частота 
колебаний штампа ω, а амплитуда его колебаний mz . Сторона статора-

пластины, соприкасающаяся с жидкостью, является плоской. Условия опирания 
пластины на торцах могут быть свободными или жёсткими.  

Следует отметить, что эта задача полностью аналогична задаче 
гидроупругости для кольцевого сечения соосных цилиндров, один из которых – 
упругая оболочка, а другой – абсолютно твёрдый цилиндр [33,34]. 

Пусть закон движения вибрирующего основания представляется в виде: 
)(00 tfEz z ω= , ttf ωω sin)(0 = .  (1) 

Тогда ускорение вибрирующего основания можно записать так: 

)(0
2

2
0

2

0 tfE
dt

fd
Ez zz ωω−==ɺɺ .  (2) 

Здесь ZE  – амплитуда колебаний основания; 0/1 t=ω  – частота вибрации,  

0t  - характерное время; t  - время; точка сверху - производная по времени. 

Принимая во внимание, что b>>2l далее рассмотрим плоскую задачу в 
системе координат Оxyz с центром в срединной плоскости пластины. 

Со стороны жидкости на пластину действует нормальное напряжение nq и 

касательное напряжение xq , которые определяются формулами: 

z

V
pq z

n ∂

∂
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На твердый штамп действует сила со стороны жидкости: 

∫
−

−=
l

l

ndxqbN
 
при )(

2
0

0 tfz
h

z zm ωδ ++= ,  (4) 

а закон его движения имеет вид )(0 tfzz zm ωδ += . 

Здесь p – давление; Zx VV , – проекции скорости на оси Ox  и ;Oz   

ρ  – плотность;ν  – кинематический коэффициент вязкости жидкости. 
Уравнения динамики вязкой несжимаемой жидкости согласно [35] 

записываются в виде  
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Уравнения динамики жидкости дополняются условием прилипания 
жидкости к стенкам канала 

0=xV , zVz ɺ=  при )(
2

0
0 tfz
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z zm ωδ ++= , 

t

U
Vx ∂
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= , 

t

W
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h
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2
0 , 

и условиями свободного истечения жидкости в торцы 

))(
2

( 0
0

00 tfz
h

zzpp zm ωδρ −−−−= ɺɺ  при lx ±= .  (6) 

Здесь U – упругое перемещение пластинки в направлении оси x; W –прогиб; 
точки сверху означают производные по t. 

Введем безразмерные переменные 

0
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δ
ψ , 1
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δ
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, 

где mm wu ,  - амплитуды упругих перемещений пластины. ψ  - относительная 

толщина слоя вязкой жидкости; λ - относительная амплитуда колебаний 

вибратора; )1(ozw mm = . 

Подставляя (7) в (4) – (6) и отбрасывая, малые по сравнению с единицей 
члены порядка ψ и λ будем иметь уравнения 
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Здесь Re/2
0 =νωδ  - колебательное (смазочное) число Рейнольдса 

Для гармонических по времени решений из (8), (9) получаем 
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Отметим, что 
2.1=α и 1=γ  при 0→ε ; 1=α ; εα /11=− ; 6/εγ =  при 4>ε .  (12) 

В этом случае имеем 
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Следует отметить, что если учесть граничные условия 0=∂∂ ξP   при 

0=ξ  в (9) оставив Р = 0 при 1=ξ , получим более простую формулу 

( )

ξξ
τ

ωγ
τ

ωαε

τ
ωγ

τ
ωαεξ

ξ

ξ

dd
UU

z

w

d

df

d

fd
P

m

m

zz

∫ ∫ 





∂
∂

+
∂

∂
+

+







+−=

1

0

3
2

32

2

2
22

)(12
2

)(2

)(12)(21
2

1

ξ
τ

γ
τ

αε
τ

γ
τ

αεξ
ζ

ξ

ζ

ξ
d

UU

z

w

d

df

d

fdU

m

mzz ∫ 








∂

∂
+

∂

∂
−+








+−−=

∂

∂

= 0

3
2
3

2
2

2

2
2

0

6)1(26)1( . 

Это решение симметричной по ξ  задачи, при этом без верхнего и нижнего 
пределов интеграла не обойтись.  

Следует отметить, что обычно xq  вместе с продольной Даламберовой 

силой инерции в уравнениях динамики ребристых или трехслойных балок – 
полосок опускались, как малые величины. Поэтому ζξ ∂∂U  не определялась 

ранее. 
Рассмотрим нелинейные уравнения динамики пластины или не 

гармонические законы виброускорения )(0 tz ωɺɺ  и начального давления )(0 tp . В 

этом случае получит точные решения (11) невозможно. 
Найдем приближенное решение: пусть 0/1 t=ω , где 0t  – характерное 

время процессов. Применим метод итерации для задачи (8), (9). На первом 

шаге, считая Re/2
0 =νωδ  – малым, опустим локальный член инерции в первом 

управлении (8), получим уравнения теории гидродинамической смазки 
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Решение уравнений (13) с граничными условиями (9) имеет вид 
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На втором шаге итерации τξ ∂∂ /U  из (14) подставляем в (8) и, решая 

неоднородные уравнения, находим, с учетом условия (9) 
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Если на втором шаге итерации ввести поправочные частотозависимые 
коэффициенты α перед локальным членом и γ перед силами трения, то 
формулы (15) давления совпадает с (11) для давления P, а учитывая предельные 

значения α и γ при 12Re 2 <= ε  и для ζξ ∂∂U  вместо (15) можно записать 

( ) +








∂

∂
+

∂

∂
+








+−= ∫ ∫ ξξ

τ
γ

τ
αε

τ
γ

τ
αεξ

ξ

dd
UU

z

w

d

df

d

fd
P

m

mzz

1
3

2

3
2

2

2

2
22

6
1221221

2

1

 + ( ) ξξ
τ

γ
τ

αεξ dd
UU

z

w

m

m ∫ ∫
−










∂

∂
+

∂

∂
⋅−

1

1

3

2

3
2

2 1221
2

,  (16) 

−








∂

∂
+

∂

∂−
+








+

−
−=

∂

∂
∫

=

ξ
τ

γ
τ

α
ε

τ
γ

τ
α

εξ
ζ

ζ

ξ
d

UU

z

w

d

df

d

fdU

m

mzz 3

2

3
2

2

2

2
2

0

6
2

1
26

2

1
2

 ξξ
τ

γ
τ

α
ε dd

UU

z

w

m

m ∫ ∫
−










∂
∂

+
∂

∂−
−

1

1

3
2
3

2
2 6

2

1
2

2
.   

Формулы (16) формально совпали с точным решением (11) для 
гармонических по времени параметров системы. При этом (16) пригодны для 
любых видов 0zɺɺ  и 0p  в зависимости от времени ttt ω=0 . В этом случае можно 

решать задачу с начальными условиями по времени  
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