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Аннотация. Задачи динамики демпферов и опор с тонким слоем вязкой несжимаемой 

жидкости рассматривается при взаимодействии его с упругим статором. Он может быть 

упругой круглой пластиной. Он может представлять собой трёхслойную упругую круглую 

пластину или геометрически нерегулярную (с рёбрами жёсткости) круглую пластину. 

Вибратор может быть как упругим, так и абсолютно твёрдым. Во всех этих задачах имеются  
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источники движения систем «жидкость - упругое тело». Для выявления динамических 

характеристик систем необходимо решать связанные задачи динамики упругих пластин и 

вязкой несжимаемой жидкости. Упрощающими задачу факторами являются малость 

толщины слоя жидкости по сравнению с линейным размером пластинки, как в теории 

смазки. В получающихся задачах гидроупругости вводится ещё предположение о малости 

амплитуды перемещений статора по сравнению с толщиной слоя жидкости, но не с 

толщиной пластинки. В этих условиях уравнения гидродинамики линеаризуются. Уравнения 

динамики упругих элементов остаются нелинейными, если таковыми были изначально. При 

отсутствии возможности найти точное решение, применяется метод итерации для решения 

уравнений гидродинамической теории смазки. 

Ключевые слова: вязкая жидкость, упругие пластинки, колебания, волны. 

 

Abstract. The problem of damping and basis dynamics of viscous incompressible liquid is 

considered under interaction with an elastic stator. It may take the form of an elastic circular plate. 

Besides the stator considered may represent a circular three-layered elastic plate or a geometrically 

irregular one (with rigidity rib). The vibrator may be elastic or absolutely solid. All these problems 

contain the systems “liquid – elastic body” movement sources. To reveal dynamic characteristic of 

these systems, it is necessary to solve the connected problems of an elastic plate and viscous 

incompressible liquid dynamics. The factor, making the problem simpler, is a small thickness of 

liquid layer in comparison with a linear size of the plate, as in lubrication theory. The problems 

under consideration contain this supposition about a small size of stator’s movements amplitude in 

comparison with liquid layer thickness, but not with a plates thickness. Under these conditions 

hydrodynamics equations become linear. The elastic elements dynamics equations remain non-liner, 

if they were such initially. If it is not possible to find the exact solution, the iteration method for 

solving the lubrication theory hydrodynamics equations applied. 

Keywords: viscous liquid, elastic plates, oscillations, waves. 

 

Задачи динамики демпферов и опор с тонким слоем вязкой несжимаемой 

жидкости рассматривается при взаимодействии его с упругим статором. Он 

может быть упругой пластиной в виде балки-полости или круглой. Он может 

представлять собой трёхслойную упругую пластину или пластину 

геометрически нерегулярную (с рёбрами жёсткости). Вибратор может быть как 

упругим, так и абсолютно твёрдым. Во всех этих задачах имеются  источники 

движения систем «жидкость - упругое тело».  

Следует заметить, что при рассмотрении задачи на основе линейной 

теории пластин, а также считать, что на систему действуют гармонические по 

времени воздействиях, решение задачи может определяться в виде 

гармонической зависимости всех параметров задачи по времени. Это возможно 

в силу влияния вязкости жидкости, которая приводит к демпфированию 

колебаний и быстрому затуханию по времени решения из-за начальных 

условий и выходу на стационарные колебания. 

Эти условия позволяют найти точные решения линеаризованных 

уравнений механики жидкости, записанных в виде уравнений теории смазки, но 

с учётом локального члена инерции для любых значений колебательного 

(смазочного) числа Рейнольдса оставаясь в рамках ламинарного движения. 
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В указанных случаях нормальное напряжение жидкости (давление) на 

поверхности упругого тела значительно больше касательного напряжения и 

последним обычно пренебрегают [1-9]. 

Рассмотрим возможность получения приближённого значения решения 

уравнений динамики жидкости методом итерации, пренебрегая на первом шаге 

локальным членом инерции и учитывая его на втором шаге итерации. При этом 

можно доказать, что метод итерации сходится при условии, что колебательное 

число Рейнольдса меньше единицы [1]. Этот подход позволяет отказаться от 

требования гармонического закона по времени всех параметров жидкости и 

упругих элементов. Появляется возможность решать нелинейные уравнения 

динамики пластин или при негармонических законах изменения по времени 

источников движения, таких как ускорение, действующее на систему, или 

перепад давления в жидкости. 

На рисунках представлены системы «жидкость-упругое тело». На рис. 1 

представлен вибратор на пружине 1, упругий статор 2 и слой жидкости 3 между 

ними [2-6]. Для круглой пластины (рис 2) толщина слоя 3 значительно меньше 

радиуса пластинки 2, то есть R<<0δ  и вводится малый параметр 

10 <<=
R

δψ . 

 
Рис 1 

 

Амплитуда колебаний вибратора 1 (рис. 1) предполагается значительно меньше 

толщины слоя жидкости 3, то есть  и вводится малый параметр 1
0

<<= δλ mz
. 

Прогиб упругих элементов 2 значительно меньше толщины слоя жидкости 3, то 

есть 0δ<<W , RW <<  и )(
0

λδ OW = , порядка λ . 

Рассмотрим постановку решения задачи гидродинамики слоя жидкости, 

взаимодействующего с жёстким штампом (вибратором) и упругой круглой 

пластинкой в условиях вибрации основания (рис. 1). Все тела заключены в 

едином корпусе,  имеющем справа и слева торцевые полости, заполненные той 
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же жидкостью, что и жидкость между штампом и пластиной. Давление 

жидкости в правой и левой полости 0P , а истечение жидкости можно считать 

свободным. 

Штамп может перемещаться в вертикальном направлении за счёт наличия 

упругой связи (пружина или магнитный подвес) с корпусом. При этом частота 

колебаний штампа ω, а амплитуда его колебаний mz . Сторона статора-

пластины, соприкасающаяся с жидкостью, является плоской. Условия опирания 

пластины на торцах могут быть свободными или жёсткими.  

Следует отметить, что эта задача полностью аналогична задаче 

гидроупругости для кольцевого сечения соосных цилиндров, один из которых – 

упругая оболочка, а другой - абсолютно твёрдый цилиндр [6,7]. 

Пусть закон движения вибрирующего основания представляется в виде: 

)(00 tfEz z ω= , ttf ωω sin)(0 =         (1) 

Тогда ускорение вибрирующего основания можно записать так: 

)(0
2

2
0

2

0 tfE
dt

fd
Ez zz ωω−==ɺɺ          (2) 

Здесь ZE  – амплитуда колебаний основания; 0/1 t=ω  – частота вибрации, 

0t - характерное время; t - время; точка сверху - производная по времени. 

Со стороны жидкости на пластину действует нормальное напряжение nq и 

касательное напряжение rq , которые определяются формулами: 

z

V
pq z

zz ∂
∂

+−= ρν2  при 
2

0h
Wz +=  









∂
∂

+
∂
∂

=
z

V

r

V
q rz

zr ρν  при
2

0h
Wz +=        (3) 

На твердый штамп действует сила со стороны жидкости: 

∫−=
R

zzrdrqN
0

2π
 

при )(
2

0
0 tfz

h
z zm ωδ ++=       (4) 

а закон его движения имеет вид )(0 tfzz zm ωδ +=  

Здесь p – давление; Zr VV , - проекции скорости на оси Or  и ρ;Oz  - 

плотность;ν  - кинематический коэффициент вязкости жидкости. 

Уравнения динамики вязкой несжимаемой жидкости имеют вид [10] 
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Уравнения динамики жидкости дополняются условием прилипания 

жидкости к стенкам канала 

0=rV , zVz ɺ=  при )(
2

0
0 tfz

h
z zm ωδ ++= , 

t

U
Vr ∂

∂
= , 

t

W
Vz ∂

∂
=  при W

h
z +=

2

0  

и условиями свободного истечения жидкости в торцы 

))(
2

( 0
0

00 tfz
h

zzpp zm ωδρ −−−−= ɺɺ  при Rr =      (6) 

Здесь U – упругое перемещение пластинки в направлении оси x; W –прогиб. 

Введем безразмерные переменные 

0

0 2/

δ
ζ

hz −
= , 

R
r=ξ , tωτ = , 1UuU m= , 3UwW m=  

P
z

tfz
h

zzpp m
zm 2

0

0
0

00 ))(
2

(
ψδ

ωρν
ωδρ +−−−−= ɺɺ ,     (7) 

ξψ
ω

U
z

V m
r = , ,ζωUzV mz =  10 <<=

R
δψ , 1

0

<<=
δ

λ mz
, 

где mm zu ,  - амплитуды упругих перемещений пластины. ψ  - относительная 

толщина слоя вязкой жидкости; λ - относительная амплитуда колебаний 

вибратора; 0=
m

m

z
w

 (1). 

В этом случае получаем уравнение инерционной теории смазки имеют 

вид: 

2

22
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ωδ ξξ
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∂ UPU
, 
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U

m
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∂
∂
ξ

ξ
P

 при 0=ξ .      (8) 

Решение задачи (8) при гармоническом поведении параметров по времени 

имеет вид: 
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Вторая формула, (для касательной составляющей zrq ) ранее не была 

получена, так как отбрасывалась в силу малости по сравнению с нормальной 

составляющей zzq . 

Метод итерации на первом шаге дает 
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На втором шаге итерации τξ ∂∂U  из (10) подставляем в (8) и, решая 

неоднородные уравнения, находим 
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(11) 

Можно как и ранее ввести частотозависимые коэффициенты ( )ωα  и ( )ωγ  

и считать, что ε  - любое, при этом получаем, что для любых данных 0zɺɺ  
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Эти формулы годятся и для нелинейных уравнений динамики круглой 

пластины (как трехслойной, так и с ребрами жесткости). 

При этом, как и ранее учтем, что 

1=γ , 
5

6
=α , 

10

1

2

1
=

−α
 при 0→ε , εγ

6

1
= , 1=α , 

ε
α

1
1=−  при 4>ε , 

или 

Re212 =γ , 
2

Re

2

1
2 2 ==

−
ε

α
ε , Re22 22 == εαε , при 4>ε . 
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