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Аннотация. Исследование посвящено разработке математических моделей 

гидроупругости, применительно к механическим системам, состоящим из упругих 

геометрически нерегулярных круглых дисков, взаимодействующих с абсолютно жестким 

устройством, совершающим колебательные движения, через слой вязкой несжимаемой 

жидкости при наличии вибрации и гармонического давления по контуру, и анализ на их 

основе гидроупругодинамики демпферов (виброопор).  

Ключевые слова: виброускорение, вязкая жидкость, несжимаемая жидкость, ребра 

жесткости, гармоническое давление, динамика демпферов. 
 

Abstract. The rеsеаrсh is dеvоtеd to the dеvеlорmеnt of mаthеmаtiсаl mоdеls оf 

hydrоеlаstiсity, аррliеd tо mесhаniсаl systems consisting of еlаstiс gеоmеtriсаlly irrеgulаr circular 

plates intеrасting with an аbsоlutеly rigid dеviсе that реrfоrms vibrаtiоnаl motion through а layer of 

visсоus inсоmрrеssiblе fluid in thе рrеsеnсе оf vibration and hаrmоniс рrеssurе аlоng thе соntоur, 

and аnаlysis on the basis of their hydrоеlаstiс dynamics dаmреrs (vibrаtiоn shосks) 

Kеywоrds: vibrо-ассеlеrаtiоn, visсоus fluid, inсоmрrеssiblе fluid, stiffеnеrs, hаrmоniс 

рrеssurе, dynаmiсs оf dаmреrs. 

 

Разработка математических моделей для изучения упругогидродинамики 

механических систем, включающих в себя тонкостенные ребристые 

конструкции диктуется запросами современного приборо- и машиностроения [1-

19]. Это обусловлено тем, что основными элементами современных приборов, 

агрегатов и машин, испытывающими динамические нагрузки, выступают 

упругие тонкостенные круглые диски, в том числе и подкрепленные ребрами 

жесткости, взаимодействующие с жидкостью. Объектом анализа в работе 

является гидродинамический круглый диск, подкрепленный ребрами жесткости, 

образующий стенку щелевого канала, в условиях пульсации давления жидкости 

по контуру и вибрации основания. 

Канал представлен на рис. 1. Стенка канала 1 – абсолютно жесткий 

устройство, совершающее колебательные движения, с упругим подвесом. 

Радиус устройства, совершающего колебательные движения - R. Осциллятор 

совершает колебания в вертикальном 

направлении с частотой ω и амплитудой 

zm. Вторая стенка канала 2 – круглый диск, 

подкрепленный п концентрически 

расположенными ребрами жесткости 

ступенчато изменяющейся высоты. 

Толщина диска, подкрепленного ребрами 

жесткости на участках, где отсутствуют 

ребра, равна h0. Высота j-го ребра равна 

hрj, а его ширина εj. Радиусы устройства, 

совершающего колебательные движения, 

и ребристого диска совпадают. Предполагаем, что устройство, совершающее 

колебательные движения, его подвес, круглый диск, подкрепленный ребрами 

жесткости и жидкость заключены в единый абсолютно жесткий корпус. Края 

круглого диска, подкрепленного ребрами жесткости жестко закреплены по 

Рис. 1 
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всему контуру с абсолютно жестким корпусом канала, который установлен на 

вибрирующем основании.  

Щелевой зазор между абсолютно твердым устройством, совершающим 

колебательные движения, и упругим ребристым диском непрерывно заполняет 

пласт вязкой несжимаемой жидкости 3. В жидкости, находящейся в щелевом 

зазоре, и вне его поддерживается давление р0 + р1(ωt), имеющее неизменную 

составляющую (неизменный уровень давления) р0 и гармонически 

пульсирующую по времени составляющую (противодавление) р1(ωt).  

Прогибы круглого диска, подкрепленного ребрами жесткости и амплитуда 

колебаний осциллятора обнаруживаются малыми параметрами и существенно 

меньшими, чем средняя толщина слоя жидкости, т.е. δ0 >> zm. Из-за осевой 

симметрии конструкции канала исследуем осесимметричную задачу. 

Введена в рассмотрение цилиндрическая система координат Orφz, 

связанная со срединной поверхностью диска, и следующие малые параметры и 

безразмерные переменные задачи  
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где Vr, Vz – компоненты вектора скорости жидкости в цилиндрической системе 

координат; R – радиус диска; r – расстояние от оси диска. 

Задача гидроупругости демпфера с диском, подкрепленным ребрами 

жесткости охватывает уравнения гидродинамики тонкого слоя вязкой жидкости 

(с точностью до ψ  << 1) 
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В роли граничных условий задачи выступают: 

- условия прилипания жидкости к непроницаемым поверхностям устройства, 

совершающего колебательные движения и круглой неподвижной конструкции 

τ
τ

ζξ
d

df
UU z )(

,0 ==  при )(1 τλζ zf+= , (3) 
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- условия для давления гидродинамического по контору 

0=P  при 1=ξ . (4) 

Напряжения, действующие на поверхность круглого диска, подкрепленного 

ребрами жесткости со стороны слоя жидкости (2) в безразмерных переменных 

(1) с точностью до ψ примут видя: 
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Решая уравнения (2), учитывая граничные условия (3) и (4), получаем 

выражения для параметров слоя вязкой несжимаемой жидкости в нулевом 

приближении по λ  
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здесь введено обозначение: 
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Со стороны слоя жидкости на устройство, совершающее колебательные 

движения действует сила, выражение для которой имеет видя:  

])(
2

1

2

1
[2

1

0
2

0

10
2

3 ξξ
ψδ

ωρν
τπ dP

z
ppRN m ∫++= ,  при 1=ζ . (9) 

 Уравнение перемещения устройства, совершающего колебательные движения 
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Уравнение динамики круглого диска, подкрепленного ребрами жесткости 
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( ) ( )jjjj rrrr ε−−Γ−−Γ=∆Γ , Г(х) – единичная функция Хевисайда по продольной 

координате. 

Условия жесткого закрепления круглой неподвижной конструкции по 

контору совместно с условием ограниченности при ξ = 0 выступают в роли 

граничного условия задачия: 
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В первом уравнении (11) пренебрегаем правой частью, т.к. не 

рассматриваются продольные волны и нормальное напряжение со стороны 

жидкости существенно больше касательного qzz>>qzr, которым можно 

пренебречь и имеемя: 
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функция Бесселя нулевого порядка первого рода; I0 – 

модифицированная функция Бесселя нулевого порядка; βk – корень 

k)/J0(βk), где J1(βk), 

 
Безразмерное давление с учетом вида прогиба круглой неподвижной 
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Учитывая процедуру Бубнова-Галеркина, в уравнения перемещения 

круглого диска, подкрепленного радиальными ребрами жесткости (3) и 

устройства, совершающего колебательные движения (10), и учитывая заданные 

законы вибрации основания и пульсаций давления по контуру 

)sin()( 000 ϕττ +== zz EfEz , )sin()(1 pmpm pfpp ϕττ +== , подставляем (14), (18) и,  

находим законы перемещения устройства, совершающего колебательные 

движения и прогиб круглого диска, подкрепленного ребрами жесткостия: 

)sin()()sin()( 00
2
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2

zzzppzpm AEApp
n

R
z Ψ++Ψ+++= τωωϕτω

π
. (19) 
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n DetAG = - мнимая часть определителя матрицы А, 

)Re(
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zk
DetCC = - действительная часть определителя матрицы п -го порядка, 

полученной из матрицы А системы заменой i -го столбца элементами С столбца 

правых частей е, 
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DetCG = - мнимая часть определителя матрицы п -го порядка, 
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правых частей е, 
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)Im(
i

n

ok
DetDRG = - мнимая часть определителя матрицы п -го порядка, полученной 

из матрицы А системы заменой i -го столбца элементами d столбца правых 

частей е, 

)Re(
i

n

pk
DetBC = - действительная часть определителя матрицы п -го порядка, 

полученной из матрицы А системы заменой i -го столбца элементами b столбца 

правых частей е, 

)Im(
i

n

pk
DetBG = - мнимая часть определителя матрицы п -го порядка, полученной из 

матрицы А системы заменой i -го столбца элементами b столбца правых частей 

е, 

i
DetC - определитель матрицы п -го порядка, полученной из матрицы А системы 

заменой i -го столбца элементами С столбца правых частей е, 

i
DetB- определитель матрицы п -го порядка, полученной из матрицы А системы 

заменой i -го столбца элементами b столбца правых частей е, 

i
DetDR  - определитель матрицы п -го порядка, полученной из матрицы А 

системы заменой i -го столбца элементами d столбца правых частей е, 

Наряду с этим, как частный случай, рассмотрена возможность перехода к 

задаче гидроупругости для стенок канала с однородным круглым диском.  

Выявленные законы перемещения устройства, совершающего 

колебательные движения и прогиба круглого диска, подкрепленного ребрами 

жесткости с учетом (13), (14) позволяют вести исследования напряженно-

деформированного состояния круглого диска, подкрепленного ребрами 

жесткости, давления в жидкости, перемещения устройства, совершающего 

колебательные движения и определить резонансные частоты колебаний в 

изучаемой механической модели применительно к гидродемпферам, системам 

смазки и охлаждения двигателей внутреннего сгорания.  

Результаты расчетов амплитуд пульсаций стенок канала на различных 

частотах для случаев удержания в прогибе 1, 2, 3, 4 и 5 членов ряда при      1=mp

 Па, gEz 12 =ω  для варианта канала с параметрами (два ребра)я: 
ρ0 = 2,71·10

3
 кг/м

2
; R = 0,10 м; ρ = 1,841·10

3
 кг/м

2
; δ0/R = 0,081;            ν = 2,501·10

-

4
 м

2
/с; п1 = 9,501·10

6
 кг/с

2
; m1 = 2,501 кг; hр1 = 1,101h0; ε1/R = 0,10,    ξ1/R = 0,251; 

hр2 = 1,10h0; ε2/R = 0,10; ξ2/R = 0,50; материал круглого диска, подкрепленного 

ребрами жесткости – сплав Д16Т, для варианта канала (одно ребро)я: ε1/R = 0,10, 

ξ1/R = 0,251,  представлены на рис. 2-5. 

Итоги расчетов показывают, что для практических целей достаточно 

удержания первых 1-2 членов ряда в решении, так как последующие члены 

приводят к появлению дополнительных высокочастотных резонансных частот, а 

амплитуды, отвечающие этим частотам, на порядок меньше амплитуд на первых 

резонансных частотах.  
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Наряду с этим, рост числа членов ряда существенно не влияет на величину 

амплитуд колебаний, возникают исключительно новые резонансные частоты с 

соответствующими значениями амплитуд, на порядки меньшими, чем для 

первого приближения в методе Бубнова-Галеркина. Увеличение числа ребер 

жесткости совместно с использованием более вязкой жидкости содействует 

эффективному подавлению амплитуд на резонансных частотах.  

Следует отметить, что на резонансных частотах вероятно появление 

разрывов в рабочей жидкости при понижении давления ниже величины 

давления насыщенного пара и появление в ней вибрационной кавитации, 

каковая может привести к кавитационной коррозии устройства, совершающего 

колебательные движения и неподвижной конструкции. Вибрационная 

  

АЧХ прогиба в центре круглой ребристой пластины с 

использованием материала Д16Т (пульсация давления 1Па) 

(одно ребро) 1 – при 1-м члене ряда; 2 – при 2-х членах ряда; 3 

– при 3-х членах ряда; 4 – при 4-х членах ряда; 5 – при 5- 

членах ряда 

Рис. 4 
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АЧХ прогиба в центре круглой ребристой пластины с 

использованием материала Д16Т (пульсация давления 1Па) (два 

ребра) 1 – при 1-м члене ряда; 2 – при 2-х членах ряда; 3 – при 

3-х членах ряда; 4 – при 4-х членах ряда; 5 – при 5- членах  

ряда 

Рис. 5 
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АЧХ прогиба в центре круглой ребристой пластины с 

использованием материала Д16Т (виброускорение снования 

1g) (одно ребро) 1 – при 1-м члене ряда; 2 – при 2-х членах 

ряда; 3 – при 3-х членах ряда; 4 – при 4-х членах ряда; 5 – при 

5- членах ряда 

Рис. 2 
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АЧХ прогиба в центре круглой ребристой пластины с 

использованием материала Д16Т (виброускорение снования 

1g) (два ребра) 1 – при 1-м члене ряда; 2 – при 2-х членах 

ряда; 3 – при 3-х членах ряда; 4 – при 4-х членах ряда; 5 – при 

5- членах ряда 

Рис. 3 
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кавитация имеет место вблизи вибрирующих твердых поверхностей, если 

амплитуда пульсаций достигает некоторого порогового значения. Предложенная 

модель позволяет обнаруживать критические частоты, и совершать сдвиг части 

из них в высокочастотную область, где кавитационная коррозия проявляет себя 

слабо, путем применения диска, подкрепленного ребрами жесткости. Наряду с 

этим, применение ребристой неподвижной конструкции на ряде частот 

позволяет полностью исключить появление разрывов в жидкости (т.е. кавитации 

и, как следствие, кавитационной коррозии), в таком случае амплитуды 

колебаний осциллятора и неподвижной конструкции существенно снижаются. 

 

Работа выполнена при поддержке Гранта РФФИ № 16-01-00175-а. 
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