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Аннотация. Предложена математическая модель для исследования колебаний упругих 
стенок щелевого канала, установленного на упругом основании Винклера. Канал образован 
двумя параллельными жестко защемленными пластинами и заполнен вязкой пульсирующей 
жидкостью. Рассмотрена плоская задача для режима установившихся гармонических 
колебаний и осуществлен переход к одномассовой модели. Найдены законы изменения 
давления жидкости в канале и колебаний его стенок.  

Ключевые слова: вибрирующий штамп, пластина, гидроупругие колебания, упругое 
основание, вязкая жидкость. 

 
Abstract. A mathematical model was proposed to study the elastic walls oscillations of a 

narrow channel resting on Winkler foundation. The channel is formed by two parallel clamped 
plates and filled with viscous pulsating fluid. The plane problem was considered for the steady-state 
harmonic regime and the conversion to spring-mass system was made. The liquid pressure law in 
the channel and the laws of elastic channel walls oscillations are obtained.  

Keywords: vibrating stamp, plate, hydroelastic oscillations, elastic foundation, viscous liquid. 
 
Математическое моделирование проблем взаимодействия жидкости с 

ограничивающими ее стенками является важным направлением современной 
механики [1-5]. Если ограничиться рассмотрением стенок каналов, 
образованными пластинами или балками, можно выделить два направления: в 
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рамках первого жидкость рассматривается как идеальная, а в рамках второго 
как вязкая. Например, в [6] изучены колебания стенки-балки, 
взаимодействующей с идеальной жидкостью применительно к гильзе двигателя 
внутреннего сгорания с водяным охлаждением. В [7] рассмотрены колебания 
пластины, погруженной в идеальную несжимаемую жидкость со свободной 
поверхностью, а в [8] вынужденные гидроупругие колебания пластины при ее 
взаимодействии с вибратором. В [9-13] изучены собственные и хаотические 
колебания пластин в неподвижной идеальной жидкости или ее потоке. В [14-
16] рассмотрены вопросы динамики и устойчивости пластины, как элемента 
проточного канала, при ее взаимодействии с идеальной жидкостью (газом). 

С другой стороны, в [17] исследованы колебания бесконечной балки на 
слое вязкой жидкости, а в [18] колебания упруго закрепленной твердой стенки 
щелевого канала конечных размеров. В [19] изучаются колебания консольной 
балки в вязкой несжимаемой жидкости, а в [20] в ее потоке применительно к 
пьезоэлементу. В [21-23] рассмотрены вопросы динамики вязкой несжимаемой 
жидкости в узком и клиновидном каналах с учетом упругих свойств одной из 
их стенок. В [24-29] исследованы гидроупругие колебания стенок узких 
каналов с вязкой несжимаемой жидкостью, образованные дисками и 
пластинами. Однако, в вышеуказанных работах не учтено влияние упругих 
свойств оснований каналов. В [30] предложена математическая модель 
колебаний мембраны, взаимодействующей с идеальной жидкостью, и 
установленной на основании Винклера, а в [31-33] предложены модели 
гидроупругого взаимодействия идеальной жидкости и прямоугольных пластин 
на основании Пастернака. В [34-38] изучены проблемы гидроупругости 
пластины на основании Винклера, взаимодействующей с пульсирующим слоем 
вязкой несжимаемой жидкости, в [39, 41] предложена модель для изучения 
гидроупругих колебаний упругого цилиндра, образующего стенку кольцевого 
канала с вязкой жидкостью, и окруженного средой Винклера. Однако, в 
указанных выше работах, не рассмотрены колебания двух жестко защемленных 
на торцах пластин, образующих стенки узкого канала, установленного на 
упругом основании.  

Рассмотрим следующую схему щелевого канала, образованного двумя 
параллельными упругими пластинами 1 и 2, жестко защемленными на торцах 
(см. рис. 1). Будем полагать, что нижняя пластина 2 установлена на упругом 
основании Винклера. Канал, полностью заполнен пульсирующей вязкой 
несжимаемой жидкостью 3. Декартову систему координат Oxz свяжем со 
срединной поверхностью нижней пластины. Будем рассматривать только 
установившиеся изгибные колебания пластин и считать, что давление на торцах 
канала изменяется по заданному гармоническому закону p(t)=pmexp(iωt), где pm 
– амплитуда пульсаций давления, ω – частота, t – время. Пластины 1 и 2 имеют 
геометрические размеры в плане 2ℓ×b, а их толщины h01 и h02. При этом b>>2ℓ, 
т.е. рассмотрим плоскую задачу. Жидкость полностью заполняет канал 
толщиной δ0<<ℓ. Амплитуды прогибов пластин w1m и w2m значительно меньше 
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δ0. Истечение жидкости на торцах канала можно считать свободным в ту же 
среду с постоянным давлением p0.  

В рассматриваемой постановке, осуществим переход от рассмотрения 
пластин к одномассовой модели каждой из них согласно подходу, 
предложенному в [3, 42], т.е. рассмотрим канал с двумя твердыми стенками, 
имеющими эквивалентную массу m1э, m2э и подвешенными на пружинах с 
эквивалентной жесткостью n1э и n2э. 

 
Рис. 1. 

 

В результате, получаем задачу колебаний стенок канала, 
взаимодействующих с пульсирующей вязкой жидкостью, включающую в себя: 
- уравнения динамики стенок канала 

Fznzm ээ =+ 1111 ɺɺ , 

Fznzm ээ −=+ 2222 ɺɺ , 
(1) 

- уравнения динамики сильновязкой несжимаемой жидкости [1-4]: 
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(2) 

здесь F – сила давления жидкости, z1=z1mf1(ωt), z2=z2mf2(ωt) – законы 
перемещений одномассовых моделей, моделирующих прогибы пластин; z1m, 
z2m – амплитуды перемещений; р – закон изменения давления в тонком слое 
жидкости вдоль канала; ux, uz – проекции вектора скорости жидкости на оси 
координат; p – давление; ρ – плотность жидкости; ν – коэффициент 
кинематической вязкости жидкости. 

Сила давления жидкости имеет вид: 

∫
−

=
ℓ

ℓ

pdxbF . (3) 

Рассматривая одномассовые системы будем полагать, что центр ранее 
введенной системы координат смещен на поверхность нижней пластины 
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(твердой стенки), взаимодействующей с жидкостью. При этом уравнения (3) 
дополняются граничными условиями прилипания жидкости к стенкам канала и 
давления на его торцах: 

0=xu , 1zuz
ɺ=  при )(110 tfzz m ωδ += ,    

0=xu , 2zuz
ɺ=  при )(22 tfzz m ω= , 

0pp =  при ℓ±=x . 
(4) 

Выражения для эквивалентной массы и жесткости могут быть получены 
из условий равенства кинетических энергий упругой и жесткой пластины, а 
также совпадения максимального статического прогиба пластины при действии 
равномерно распределенной нагрузки, эквивалентной силе 1 Н, с 
перемещением одномассовой системы [3, 42]. Данные условия приводят к 
следующим выражениям: 
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где i0ρ  – плотность материала i-ой пластины; )(xwi  – форма прогиба i-ой 

пластины; iaw  – прогиб в точке центра масс i-ой пластины х = 0. 

Исходя из условий торцевого закрепления пластин, зададим форму их 
прогиба в виде 
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Применяя метод Бубнова-Галеркина в первом приближении, определим 
прогибы пластин при равномерно распределенной нагрузке, а затем по (5) 
получим: 
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где 
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=  – цилиндрическая жесткость i-ой пластины; Ei – модуль 

Юнга материала i-ой пластины; µi – коэффициент Пуассона материала i-ой 
пластины. 

Введем в рассмотрение безразмерные переменные и малые параметры 
задачи 

tωτ = , ℓx=ξ , 0δζ z= , ζωUzu mz 1= , ψω ξUzu mx 1= , 
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Учитывая (8) в (2)-(4) получаем, с точностью до ψ и λ, следующую 
краевую задачу гидродинамики тонкого слоя сильно вязкой жидкости: 
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Решая (9), а затем, возвращаясь к размерным переменным, представим 
давление жидкости в канале в виде 
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Учитывая (10) в (3) получаем выражение для силы, действующей со 
стороны жидкости на стенки канала: 
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где K – коэффициент демпфирования слоя вязкой жидкости, находящейся в 
канале между вибрирующим штампом и пластиной. 

Подставляя силу (11) в уравнения динамики стенок канала (1) получаем 
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(12) 

Решение (12) для установившихся гармонических колебаний имеет вид 
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Здесь )(1 ωA , )(2 ωA  – амплитудно-частотные характеристики стенок канала, 

)(ωϕ  – фазовые частотные характеристики стенок канала. 

В результате, построена математическая модель для исследования 
гидроупругих колебаний жесткозащемленных стенок щелевого канала, 
заполненного пульсирующей вязкой жидкостью и установленного на упругое 
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основание Винклера. В рамках полученной модели возможно определение 
амплитуд гидроупругих колебаний пластин-стенок канала, а также давления в 
слое вязкой жидкости. Построенные амплитудные частотные характеристики 
позволяют находить резонансные частоты и соответствующие им амплитуды 
колебаний. 

Кроме того, построенные в работе амплитудно-частотные и фазовые 
частотные характеристики пластин могут быть применены для создания 
алгоритмов и программных методов неразрушающего контроля физических 
свойств стенок канала и упругого основания по параметрам вынужденных 
колебаний стенок канала, установленного на исследуемом основании. 
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