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Аннотация. Предложена математическая модель описания осесимметричного 

деформирования несимметричной по толщине упругой трёхслойной круговой пластины на 

основании Пастернака. Соответствующая краевая задача включает систему 

дифференциальных уравнений равновесия в перемещениях и граничные условия. Общее 

решение задачи получено в функциях Бесселя. Рассмотрен случай изгиба пластины под 

действием равномерно распределенной поверхностной нагрузки при жёстком закреплении ее 

контура. Получены численные результаты и произведён их параметрический анализ. 

Ключевые слова: трёхслойная круговая пластина, перемещения, деформации, 

осесимметричный изгиб, основание Пастернака. 

 

Abstract. A mathematical model of the axisymmetric deformation of steel by the thickness 

of elastic circular sandwich plates based on Pasternak is suggested. The corresponding boundary 

value problem system of differential equilibrium equations in displacements and boundary 

conditions are includes. The general solution is obtained in the Bessel functions. The case of 

bending the plate under the action of uniformly distributed surface load with rigid fastening of its 

contour is considered. Numerical results are obtained and their parametric analysis is made. 

Keywords: three-layer circular plate, displacement, deformation, axisymmetric bending, 

Pasternak’s base. 

 

Введение. Трёхслойные конструкции, набранные из двух несущих слоев 

и заполнителя, обеспечивающего их совместную работу, обладают широким 

спектром конструктивных достоинств. Они способны противостоять тепловым, 

химическим, радиационным и другим негативным воздействиям. Кроме этого 
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трёхслойные конструкции, при относительно небольшой массе, имеют высокую 

несущую способность и изгибную жесткость.  

Наметившиеся в последние годы тенденции к использованию 

композитных слоистых конструкций в машиностроении, авиационной и 

космической технике, судостроении и строительстве приводят к необходимости 

разработки теории и эффективных методик их расчёта. Результаты, связанные с 

колебаниями трехслойных элементов конструкций, в том числе опирающихся 

на упругое основание, геометрия и движение которых описывается с помощью 

тех или иных гипотез, изучены в работах [1–9].  

Квазистатическое изотермическое и термопластическое деформирование 

трехслойных стержней и пластин, связанных с упругим основанием Винклера 

(однопараметрическим) рассмотрено в статьях [10–17]. Математическая модель 

этого основания учитывает его сжимаемость, но связностью 

(распределительной способностью) пренебрегает. Поэтому актуально 

исследование деформирования трёхслойных элементов конструкций, 

связанных с упругим двухконстантным основанием. Подобная модель 

основания была введена П.Л. Пастернаком [18]. 

В работах [19, 20] выведены уравнения равновесия упругой трехслойной 

круговой пластины, связанной с основанием Пастернака. Здесь приведена 

постановка краевой задачи об изгибе указанной пластины, получено ее общее 

аналитическое решение, численно исследован случай воздействия равномерно 

распределенной нагрузки при жёсткой заделке контура пластины. 

 

1. Постановка задачи 

Рассматривается задача об осесимметричном изгибе несимметричной по 

толщине упругой трехслойной пластины с легким заполнителем на основании 

Пастернака. В тонких несущих слоях принимаются гипотезы Кирхгофа, в 

несжимаемом по толщине заполнителе нормаль остается прямолинейной, не 

изменяет своей длины, но поворачивается на некоторый дополнительный угол 

( )r . На контуре пластины предполагается жесткая диафрагма, которая 

препятствует относительному сдвигу слоев. Постановка задачи и ее решение 

проводятся в цилиндрической системе координат, связанной со срединной 

плоскостью заполнителя (рис. 1).  
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Рис.1 

Перпендикулярно верхнему слою пластины действует распределенная 

нагрузка 0( )q r . Реакция основания описывается моделью Пастернака:  

0( ) κr fq r w t w   ,                                                                                               (1) 

где 0 , 
ft – коэффициенты сжатия и сдвига,  – оператор Лапласа. 

Уравнения равновесия в усилиях получены из вариационного принципа 

Лагранжа: 

2 1 2 3L ( , ) 0ra u a a w   , 

2 2 4 5L ( , ) 0ra u a a w   , 

3 3 5 6 0L ( , ) ( )r Ra u a a w q q    ,                                                                     (2) 

где запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования по 

следующей за ней координате; 0q – интенсивность внешней распределенной 

нагрузки; ( )w r  – прогиб; ( )u r  – радиальное перемещение координатной 

плоскости; na – коэффициенты, определяемые через модули упругости 

материалов и геометрические параметры слоев, 
3
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Краевая задача по определению прогиба рассматриваемой пластины 

замыкается присоединением к системе дифференциальных уравнений (2) 

граничных условий на контуре r R : 

 при жёсткой заделке контура пластины  

,ru w w  ; 

 при шарнирном опирании контура пластины  

0, 0ru w M   ; 

 в случае свободного контура пластины  

0 ,  , 0r r r rT M M   .                                                                           (3) 
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Здесь внутренние усилия ,r rT M выражаются через искомые перемещения 

следующими формулами: 
3
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Граничные условия (3) служат для определения констант интегрирования 

после решения системы (2).  

 

2. Решение краевой задачи 

Рассмотрим процедуру решения системы (2) уравнений. С помощью 

первых двух уравнений системы (2) в третьем уравнении обнуляем 

коэффициенты перед функциями u  и  . В результате приходим к следующим 

выражениям для радиального перемещения и сдвига через прогиб ( )w r , 

который удовлетворяет дифференциальному уравнению четвертого порядка:  

2
1 1,r

C
u b w C r

r
   , 

4
2 3,r

C
b w C r

r
    , 

0 02 3

2 1 1 1
, , , , ( , , )rrrr rrr rr r f rr rw w w w t D w w Dw q D

r rr r
        ,                    (4) 

где С1, С2, С3, С4  – константы интегрирования; коэффициенты 

1 4 2 5
1 2

1 4 2

a a a a
b

a a a





, 1 5 2 3

2 2
1 4 2

a a a a
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2
1 1 4 2

2 2 2
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( )

( )( ) ( )

a a a a
D

a a a a a a a a a a




   
. 

В связи с ограниченностью предполагаемого решения в начале координат 

для сплошных пластин необходимо положить 2 4 0C C  . 

Рассмотрим однородное уравнение, соответствующее третьему уравнению 

в системе (4), и введем в нем замену переменной x r : 
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2
02 3

2 1 1 1
, , , , 2 ( , , ) 0xxxx xxx xx x xx xw w w w t w w w

x rx x
        

или 
2 2

02 0w t w w     , 

где 4
0D  , 0q q D , 

2 2
0 12 ft t  , 

1f ft t D . 

Общий интеграл третьего дифференциального уравнения в (4) может быть 

теперь представлен в виде  

1 2 pw w w w   ,                                                                                                (5) 

где pw  – частное решение рассматриваемого уравнения, 1w  и 2w  – 

фундаментальная система частных интегралов, удовлетворяющая однородным 

уравнениям  

1 1 1

1
, , 0xx xw w aw

x
   , 

2 2 2

1
, , 0xx xw w aw

x
   . 

После ряда преобразований решение уравнения (5) получаем в виде: 
(1) (2)

5 0 6 0 7 0 8 0( ) ( ) ( ) ( ) pw C J ax C H ax C J ax C H ax w     , 

где 0( )J ax  и 0( )J a x  – функции Бесселя первого рода, нулевого порядка, 

комплексных аргументов ax  и ax ; 
(1)
0 ( )H ax  и 

(2)
0 ( )H a x  – функции 

Ханкеля первого и второго рода, нулевого порядка от тех же аргументов.  

 

3. Изгиб под действием равномерно распределенной нагрузки 

Пусть на рассматриваемую пластину действует равномерно 

распределенная нагрузка интенсивности 0q const . 

Дифференциальное уравнение изгиба такой пластины принимает вид:  

2 2 0 0
0 4

0

2
q D q

w t w w     


,                                                                                      (6) 

Общее решение дифференциального уравнения (6) может быть 

представлено в виде: 

(1) (2) 0
5 0 6 0 7 0 8 0

0

( ) ( ) ( ) ( )
q

w C J ax C H ax C J a x C H a x    


,                                  (7) 

Таким образом, прогиб в задаче об изгибе равномерно распределенной 

нагрузкой трехслойной пластины, лежащей на упругом основании Пастернака, 

определен с точностью до четырёх постоянных интегрирования. 

Т.к. прогиб в центре пластины должен быть конечным, а функции Ханкеля 
(1)
0 ( )H ax  и 

(2)
0 ( )H a x  в начале координат уходят в бесконечность, то в 

решении (7) для сплошных пластин необходимо положить 6 8 0C C  . 
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В итоге получаем прогиб пластины w  в виде  

0
5 0 7 0

0

( ) ( )
q

w C J ax C J a x  


, 

Полное решение поставленной задачи выпишем в общем виде: 

1 1,ru b w C r  ,  

2 3,rb w C r  , 

0
5 0 7 0

0

( ) ( )
q

w C J ax C J a x  


.                                                                               (8) 

Общее решение (8) можно использовать для исследования любого 

симметричного изгиба трёхслойной круговой пластины, при опирании её на 

упругом основании. При этом конкретная задача сводится к определению 

постоянных интегрирования 1 3 5, ,C C C , 7C  из соответствующих граничных 

условий и условий равновесия пластины. 

Рассмотрим случай жесткой заделки контура пластины. Тогда должны 

выполняться первые из граничных условий в (3). В результате получаем 

линейную систему уравнений  

1 1, ( ) 0rb w R C R  ,  

2 3, ( ) 0rb w R C R  , 

0
5 0 7 0

0

( ) ( ) 0
q

C J a R C J a R    


, 

5 1 7 1( ) ( ) 0aC J a R aC J a R    .                                                                 (9)
 

Решив систему уравнений (9) получим следующие константы 

интегрирования: 

1 3 0C C  ,  0 1
5

0 1 0 1 0

( )

( ( ) ( ) ( ) ( )

q a J a R
C

aJ a R J a R a J a R J a R



     

, 

0 1
7

0 1 0 0 1

( )

( ( ) ( ) ( ) ( ))

q aJ a R
C

a J a R J a R aJ a R J a R



     

.                                   (10) 

Таким образом, решение (8) с константами интегрирования (10) описывает 

перемещения в трёхслойной пластине на упругом основании Пастернака в 

случае заделки её контура при равномерно распределенной нагрузке.  

 

4. Численные результаты. 

Численный параметрический анализ проведен для защемлённой по 

контуру пластины единичного радиуса 1R  м, слои которой набраны из 

материалов Д16Т-фторопласт-Д16Т [22]. Принимались: величина 

интенсивности поверхностной нагрузки 0 1q  МПа; толщины слоёв 

1 2 0,04h h   м, 3 0,4h   м. Отношение коэффициентов, описывающих жесткость 

основания, принималось 0 1ft   , согласно рекомендациям Пастернака [9]. 

Градация оснований по жесткости в дальнейшем принята следующая [10]: при 
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0 30   МПа/м – основания малой жесткости (легкие); 030 650   МПа/м – 

основания средней жесткости; 0 650  МПа/м – основания высокой жесткости.  

В случае легкого основания ( 0 5  МПа/м) на рисунке 2 а, б показано 

изменение прогиба w  и сдвига в заполнителе   вдоль радиуса 

рассматриваемой трехслойной пластины при различных коэффициентах сдвига 

основания ft , МПа·м: 1 – 0ft  , 2 – 0,1ft  , 3 – 1ft  .При значениях 

коэффициента сдвига 0,1ft  МПа·м его влияние на перемещения в пластине не 

превышают 2,5 % и в инженерных расчетах это можно не учитывать. 

Уменьшение максимумов перемещений достигает 20 % при 1ft  МПа·м.  

 
Рис.2 

На рисунке 3 а, б показано изменение прогиба w  и сдвига в заполнителе 

  вдоль радиуса рассматриваемой пластины при основании средней жёсткости 

( 0 100  МПа/м) и различных коэффициентах сдвига основания ft , МПа·м: 1 – 

0ft  , 2 – 1ft  , 3 – 10ft  . С ростом коэффициента ft  уменьшается прогиб 

пластины и сдвиг в заполнителе. Здесь также при малых значениях 

0,1ft  МПа·м изменения не существенные и сдвиговой деформацией основания 

можно пренебречь. При увеличении коэффициента сдвига до 1МПа·м прогиб 

уменьшается на 5 %, в случае 10ft  МПа·м прогиб уменьшается на 37%. 

Аналогично ведёт себя сдвиг в заполнителе.  

 
Рис. 3 
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Следует отметить, что при применении модели основания Винклера 

решение аналогичной краевой задачи получено в функциях Кельвина [10]. При 

использовании модели Пастернака этот случай соответствует решению в 

функциях Бесселя с коэффициентом сдвига основания 0ft  . Были проведены 

соответствующие сравнительные расчеты по этим обоим решениям: в 

функциях Кельвина и в функциях Бесселя при 0ft  . Полученные численные 

результаты в обоих случаях совпали с точностью до 12-го знака при различных 

значениях коэффициента сжатия 0 . Следовательно, несмотря на то, что 

аналитические решения для перемещений в пластине на основаниях Винклера и 

Пастернака имеют различный вид и получены в функциях Кельвина и Бесселя 

соответственно, совпадение численных результатов при 0ft   подтверждают 

преемственность моделей. 

Выводы. Предложенная математическая модель и полученное 

аналитическое решение краевой задачи позволяют исследовать НДС 

несимметричной по толщине упругой трёхслойной круговой пластины при 

изгибе на основании Пастернака при любых осесимметричных нагрузках и 

граничных условиях. 

Работа выполнена при финансовой поддержке БР ФФИ. 
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