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Аннотация. В настоящей работе развивается метод возмущений для моделирования 

нелинейных волн деформаций в упругой цилиндрической оболочке, заполненной вязкой 

несжимаемой жидкостью с учетом инерции ее движения, окруженной упругой средой и при 

конструкционном демпфировании в продольном направлении. Наличие окружающей среды 

приводит к интегро-дифференциальному уравнению, обобщающему уравнение Кортевега - 

де Вриза, имеющему то же решение в виде уединенной волны - солитона. Оно не содержит 

произвольного постоянного волнового числа, в отличие от решения уравнения Кортевега - де 

Вриза. Поведение вязкой несжимаемой жидкости внутри оболочки описывается 

уравнениями динамики и неразрывности. Они решаются вместе с граничными условиями 

прилипания жидкости к стенке оболочки. Решение представляется прямым разложением 

искомых функций по малому параметру задачи гидроупругости и сводится к задаче для 

уравнения гидродинамической теории смазки. Решение этих уравнений и определяет 

напряжения со стороны жидкости, действующие на оболочку в продольном направление и 

по нормалям. Наличие жидкости в оболочке добавляет в уравнения продольных волн 

деформаций член уравнения, который не позволяет найти точное решение. Конструкционное 

демпфирование в продольном направлении добавляет такой же точно член уравнения, что и 

наличие жидкости. Они имеют разные знаки, когда коэффициент Пуассона меньше 1/2. В 

противном случае знаки совпадают. Наличие жидкости и конструкционного демпфирования 

требуют численного исследования. Численное исследование проводится с использованием 

современного подхода, основанного на универсальном алгоритме коммутативной алгебры, 

для интегро-интерполяционного метода. В результате построения разностного базиса 

Грёбнера сгенерированы разностные схемы типа Кранка-Николсона, полученные с 

использованием базовых интегральных разностных соотношений, аппроксимирующих 

исходную систему уравнений. Вычислительный эксперимент показал, что если 

конструкционное демпфирование и влияние жидкости имеют разные знаки и совпадает по 

величине, то их влияние исчезает и солитон распространяется не меняя ни направление, ни 

амплитуду, что совпадает с аналитическим решением. Если конструкционное 

демпфирование превышает влияние жидкости, то происходит затухание амплитуды волны, а 

в противном случае происходит рост амплитуды. 

Ключевые слова: нелинейные волны, вязкая несжимаемая жидкость, цилиндрические 

упругие оболочки. 

 

Abstract. The present article deals with further developing of perturbation method for 

deformation non-linear waves in an elastic cylinder shell, filled with viscous incompressible liquid 

without inertia of its movement, surrounded by an elastic media and under construction damping in 

longitudial direction. Surrounding medium presence leads to integral-differential equation, to 

generalizing Korteweg-de Vries ones and possessing the same soliton in the form of a solitary wave 

- a soliton. It does not contain an arbitrary constant number unlike Korteweg-de Vries equation 

solution. The viscous incompressible liquid presence inside the shell behavior is described by 

means of dynamics and continuity equation, is solved together with boundary conditions liquid 

adhesion to a shell wall. The solution is presented by direct expansion of unknown function by 

small parameter of hydroelasticity problem and reduced to the problem for hydrodynamics 

lubrication theory equations. The equations solution defines the tensions on the part of the liquid, 

the tensions influence the shell longitudinal and normal directions. The liquid presence in the shell 

adds to longitudial deformation waves equations one more equation member, which does not allow 

to find exact solution. Construction damping in a longitudial direction adds the same equation 
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member, like liquid presence does. They posses opposite signs in the case of shell Poisson 

coefficient being smaller than 1/2. In contrary case signs coincide. Liquid presence in the shell and 

construction damping demand for numerical research. The liquid presence leads to the equation, 

generalizing Kortevega-de-Vrisa equation, lacking the exact solution and demanding numerical 

investigation. The numerical investigation is carried out with the use of the modern approach, 

relying on the universal algorithm of commutative algebra for integro-interpolation method. As a 

result of difference Gröbner basis construction, the difference Crank-Nicolson type schemes are 

generalized. The schemes were obtained due to the use of basic integral difference correlations, 

approximating the initial equations system. Computational experiment showed that in the case of 

construction damping and liquid impact have opposite signs but coincide in value, their influence 

does not case and a soliton propagates without changing its direction and its amplitude, which 

coincide analytical solution. If constructive damping exceeds liquid impact, the wave amplitude 

decreases; in the opposite case the wave amplitude grouse. 

Keywords: nonlinear waves, viscous incompressible liquid, elastic cylinder shell 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Взаимодействие упругих элементов конструкций с жидкостью 

рассматривалось в разных аспектах. Взаимодействие упругих оболочек с 

идеальной несжимаемой и сжимаемой жидкостью (газа) исследовано в работах 

[1,2 ]. В абсолютно жесткой трубе с круговым сечением ламинарное движение 

вязкой несжимаемой жидкости под действием гармонического поведения по 

времени перепада давления анализировалось в [3], а при пульсирующем 

движении вязкой жидкости в соосных упругих оболочках конечной длины - в 

[4, 5]. В условиях вибрации взаимодействие вязкой несжимаемой жидкости с 

упругими оболочками исследовалось в [6-9], а с учётом вращения жидкости - в 

[10-12]. 

В современной волновой динамике одним из важных направлений 

является изучение поведения волн деформаций в упругих тонкостенных 

конструкциях. Проблема распространения волн в газовой динамике и теории 

упругих оболочек изучается при помощи линеаризованных уравнений. При 

этом скорость распространения возмущений считается постоянной и равной 

скорости распространения звука в невозмущенной среде. Однако, ряд явлений, 

несмотря на малые значения зависимых переменных, целиком определяется 

зависимостью скорости распространения возмущений от величины зависимых 

переменных и исследуется на базе нелинейных уравнений. Эти исследования 

проводятся с помощью методов возмущений, таких как метод сращиваемых 

асимптотических разложений, метод деформируемых координат, метод 

многомасштабных разложений. 

Впервые уравнения Кортевега-де Вриза для продольных нелинейных 

волн в стрежнях получены в [13], а с учетом диссипативных факторов 

уравнения Кортевега-де Вриза - Бюргерса для стержней и пластин получено в 

[14]. Обзор работ о распространение нелинейных волн и экспериментальном 

обнаружении таких волн приведен в [15]. 

Волны деформаций в упругих цилиндрических оболочках 

расматривались [16-18]. Кроме того, проблемы распространения волн в упругих 
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и вязкоупругих тонкостенных конструкциях, в том числе в бесконечно длинных 

цилиндрических оболочках без взаимодействия с вязкой несжимаемой 

жидкостью, рассматривались в [19-21] с позиции теории солитонов. Получение 

точных решений эволюционных уравнения, включая уравнения 

распространения уединенных волн, рассмотрено в [22-23]. 

Ранее в [24-26] были получены математические модели и проведены 

исследования волновые процессы в бесконечно длинных геометрически и 

физически нелинейных оболочках, учитывающие влияние вязкой несжимаемой 

жидкости. Был исследован эффект влияния вязкой несжимаемой жидкости на 

поведение волны деформации в оболочке в зависимости от коэффициента 

Пуассона материала оболочки. В частности, выявлен экспоненциальный рост 

амплитуды волны при наличии жидкости в оболочке из неорганических 

материалов (различные трубопроводы в технологических сооружениях). В 

случае органического материала (кровеносные сосуды) волна в жидкости 

быстро затухает.  

Решение поставленной в работе задачи для геометрически нелинейных 

оболочек представляется актуальным и сложным и имеет важное значение для 

акустической диагностики и неразрушающего контроля материалов. Во многом 

интерес к подобным задачам инициирован необходимостью анализа упругих и 

динамических свойств нанообъектов, в частности, карбоновых. 

В настоящей работе развивается метод возмущений для моделирования 

нелинейных волн деформаций в упругой цилиндрической оболочке, 

заполненной вязкой несжимаемой жидкостью, окруженной упругой средой и 

при конструкционном демпфировании в продольном направлении. Показано 

влияние вязкой несжимаемой жидкости, заполняющей оболочку, окружающей 

упругой среды и конструкционного демпфирования на поведение продольных 

волн деформации в упругой цилиндрической оболочке. 
 

Постановка задачи 

Рассмотрим бесконечно длинную упругую цилиндрическую оболочку, 

внутри которой находится вязкая несжимаемая жидкость. 

Уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости и уравнение 

неразрывности в цилиндрической системе координат r ,  , x  записываются, в 

случае осесимметричного течения, в виде [27]: 
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На границе с оболочкой выполняются условия прилипания жидкости 

согласно подходу Лагранжа  
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где WRr = , t  - время; rV , xV  - проекции вектора скорости на оси 

цилиндрической системы координат; p  - давление;   - плотность;   - 

кинематический коэффициент вязкости; U  - продольное упругое перемещение 

оболочки по оси x ; W  - прогиб оболочки, положительный к центру кривизны; 

1R  - внутренний радиус оболочки; R  - радиус срединной поверхности 

оболочки; 0h  - толщина оболочки (  10 2= RRh  ) и Rh <<0 . 

Записывая уравнения движения элемента цилиндрической оболочки в 

перемещениях для модели Кирхгофа-Лява, рассмотрим материал с линейной 

зависимостью интенсивности напряжений i  от интенсивности деформаций ie   

 ii Ee=  (3) 

здесь E  - модуль Юнга. 

Кроме того, учтем конструкционное демпфирование в материале 

оболочки, характеризуемое величиной пропорциональной tU  / , добавляемой 

к Даламберовой силе инерции, в продольном направлении [28]  
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здесь 1  - коэффициент демпфирования; 0  - плотность материала оболочки; 

0  - коэффициент Пуассона;    0
2
00 =1/ cE    - скорость распространения 

продольных волн в оболочке; l  - длина волны. 

Уравнение динамики геометрически нелинейной оболочки с учетом (3), 

(4) записываются в виде  
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Здесь xq , nq  - напряжения со стороны жидкости, находящейся внутри 

оболочки. Выражения в квадратных скобках уравнениях системы (5)  
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характеризуют реакцию упругой среды, в которой расположена труба 

кругового сечения Власова-Леонтьева [29, 30].  

Выражение 
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  - инерционная реакция.  

Безмерные коэффициенты порядка единицы 01321 ,,,, mtkkk  - введены в [30] в 

размерном виде. 

Поверхностные напряжения со стороны жидкости, снесенные на 

невозмущенную срединную поверхность оболочки )( RW =  определяются 

формулами  
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Вывод уравнения динамики с учетом наличия жидкости в оболочке 
Принимая за характерную длину l  - длину волны, перейдем к 

безразмерным переменным для исследования уравнений (5)  

 .=,=,=,= 0**
13 t

l

c
t

l

x
xuuUuwW mm  (8) 

Здесь mw , mu  - характерные значения прогиба W  и продольного 

перемещения U . Положим  
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где   - малый параметр задачи (5). 

Применим метод асимптотических разложений, вводя независимые 

переменные в виде  

 ,=,= *** tctx    (10) 

где c  - безразмерная неизвестная скорость волны,   - быстрое время, а 

зависимые переменные в виде разложения по малому параметру    

 .=,= 3130311101   uuuuuu   (11) 

 Подставляя (8), (10), (11) в уравнения (5) с учетом оценок (9), получим в 

нулевом приближении по   линейную систему уравнений  
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 из которой следует связь  
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 и определяется безразмерная скорость волны  
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Из следующего приближения по  , учитывая (12) и  (13), находится 

уравнение, являющееся разрешающим, для 10u   
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(14) 

 

В случае отсутствия жидкости правая часть уравнения (14), равна нулю и 

получается известное уравнение - модифицированное уравнение Гарднера-

Бюргерса-Островского для 30

0

10 1
= u

Ru

lwu

m

m




. 

Определение напряжений, действующих со стороны жидкости 
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Для определения правой части уравнения (14) введем безразмерные 

переменные и параметр  

 .==,=,=,=,= 2
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 Подставляя (15) в уравнение гидродинамики (1) и граничные условия (2), 

представим безразмерные скорости и давление в виде разложения по малому 

параметру    

   101010 =,=,= PPPvvvvvv rrrxxx   (16) 

В нулевом приближении по   ( 0=  - гидродинамическая теория 

смазки) и в нулевом приближении по  , получаем уравнения гидродинамики  
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 и граничные условия вида  
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, где 0.=*r  

 На первом шаге итерации полагаем 0=01




cR
, опустим первое слагаемое 

в уравнении (19) и получим уравнения [30]  
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 Решение уравнений гидродинамики легко получить (это классические 

уравнения гидродинамической теории смазки). Из уравнений движения с 

учетом граничных условий имеем 
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 (21) 

 Подставляя найденные значения 
*

0

t

vx




 в уравнения динамики жидкости 

(22), на втором шаге итерации найдем [30]: 
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Учитывая, что введены переменные **= ctx   и *= t , 2
01= c , 

найдем с точностью до    
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 При этом  
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 Тогда учитывая, что 2
10030

1

=  uu
Ru
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m

m  при RR =1  в силу малости  ,  

получаем  
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Подставляя (26) в уравнение (14), окончательно получим  
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Легко видеть, что замена  
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 (28) 

позволяет записать уравнение (27) в виде  

   0=)()(6
3

5362   dsdsssst    (29) 

Постоянные 1c , 2c , 3c  определяются при подстановке (28) в (27) и имеют 

вид  
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при этом вводится обозначение  
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Отметим, что при отсутствии конструкционного демпфирования имеем 

0=3s ; 0=s  при 
2

1
=0  для несжимаемого материала, такого как резина или 

при отсутствии жидкости. 

При отсутствии конструкционного демпфирования и 
2

1
=0  ( 0==3 ss ) 

получим из (29) уравнение  

   0=)(6
3

562   dsdsst    (30) 
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 которое имеет точное решение  
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  (31) 

Из вида рещения (31) следует, что инерция движения жидкости ( 6s ) 

уменьшает скорость волны деформации. 

В случае отсутствия окружающей упругой среды, конструкционного 

демпфирования и влияния жидкости уравнение (32) превращается в уравнение 

Кортевега - де Вриза с точным решением  
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при произвольном значении 5s . При наличии конструкционного 

демпфирования ( 3s  отлично от нуля) и 0  отлично от 
2

1
 (s отлично от нуля) 

численное исследование уравнения (27) при начальном условии  
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позволит оценить влияние жидкости и конструкционного демпфирования. 

Для численного моделирования рассмотрим разностную схему для 

уравнений (34), аналогичную схеме Кранка-Николсона для уравнения 

теплопроводности: 
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Рис.2. Численное решение уравнений (28) с начальными условиями (31) 

при 162  ss , 13  ss  и 8.05 s . 

 

Заключение 

Упругая окружающая среда увеличивает, а инерция движения жидкости 

уменьшает скорость волны деформации в оболочке. Продольное 

демпфирование и вязкое трение в жидкости уменьшают амплитуду волны. 
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