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Аннотация. В статье рассматриваются методы численного обращения преобразования 

Лапласа: Gaver-Stehfest, ускоренный метод Виддера и метод численного построения 

прообраза, основанный на использовании значений образа F(p) при вещественных значениях 

p (разложение в ряд Фурье). Приведено использование перечисленных методов на примерах. 

Численно исследована сходимость методов, а также указан наиболее оптимальный метод 

решения рассмотренных задач. 

Ключевые слова: метод Gaver-Stehfest, метод Виддера, ряды Фурье, численное 

обращение преобразования Лапласа. 

 

Abstract. The article considers methods of Gaver-Stehfest, Widder, Fourier-series expansion 

of numerical Inversion of the Laplace Transform. These techniques have been used on practical 

examples. The article numerically investigates convergence of methods and indicates the most 

optimal method for solving considered problems. 

Keywords: Gaver-Stehfest algorithm, Widder’s method, Fourier series, the Numerical 

Inversion of the Laplace Transform. 
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Обратное преобразование Лапласа широко используется в научных и 

инженерных расчетах. Методы численного обращения [1,2,3,4]: метод Виддера, 

Gaver-Stehfest, разложение в ряд Фурье и другие имеют свои преимущества и 

недостатки. Поэтому при практическом применении выбор подходящего 

метода зависит от различных условий. 

1. Метод Gaver-Stehfest 

В 1966 году Gaver[2] ввел следующую последовательность аппроксимации 

прообраза 
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В 1970 для ускорения сходимости Stehfest определил приближение  
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где коэффициенты ck(n) выбираются так:  
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Объединение вышеприведенной формулы с (1.1) и (1.2) дает приближение 

Gaver-Stehfest. 
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где N – произвольное целое четное число, примем N = 20. 

Таблица 1 

N Kn 

1 -0,000005511 

2 0,152386464 

3 -117,46547619 

4 17342,449338624 

5 -922806,928902116 

6 23774087,7871032 

7 -349421166,19537 

8 3241369852,23188 

9 -20276948307,2378 

10 89464829823,7972 

11 -287020921147,103 
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12 682992010281,511 

13 -1219082330054,37 

14 1637573800842,01 

15 -1647177486836,12 

16 1221924554444,23 

17 -648806558817,533 

18 233316653213,706 

19 -50913800705,4674 

20 5091380070,54674 

Подставив полученные коэффициенты в (1.3), получим приближенную к 

оригиналу функцию. 

2. Метод Виддера с ускорением 

Введем оператор Виддера[5] 
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где F(n)(p) – это производная F(p) n-го порядка.  

Будем использовать метод Виддера с ускорением сходимости.  

Выберем k различных натуральных чисел 
k
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)t,f(
j

nd
W

k

j
kj
c)t,f,k(nW)t(f

~
)t(f 





1

   (2.2) 

с коэффициентами ckj, определяемыми так: .,...,2,1,
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3. Метод разложения в ряд Фурье 

Положим 
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где q > 0 –  произвольное вещественное число. 

Совершим в функции f(t) замену переменной 
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будем считать функцию )(
~
f продолженной нечётным образом через точку 0  

и чётным – через точку 
2


  . Тогда эта функция будет 2π-периодичной, и её 

можно разложить в ряд Фурье: 
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Подставив (3.3) в (3.2) получим треугольную систему уравнений для 

коэффициентов cn: 
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Вычислив эти коэффициенты и подставив их в (3.3), найдём )(
~
f . 

Вернувшись к прежним обозначениям )arccos( qte  получим 
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Пример 1. Найти приближенные представления прообраза )(tf для 

заданного образа
p

epF
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Решение 

1. Метод Gaver-Stehfest 
Подставим коэффициенты из таблицы 1 в (1.3) для заданного F(p): 
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Параметр N = 20 обеспечивает сходимость, при которой приближающая 

функция )t(f
~

 совпадает с оригиналом )t(f . 

Построим график )t(f
~

и данной функции 

 

 
Рис. 1 

2. Метод Виддера с ускорением 

Примем n = 1, 
j

d = 
j

2 ,  j = 1,2,…,k, k = 4, 5, 7. 

Вычислим коэффициенты 
kj

c для данных значений 
j

d , а также функции 

),( tf
j

nd
W  для k = 5. 

Таблица 2 

j dj c4j c5j c7j 

1 2 -0,0476190476190476 0,00317460317460317 0,0000016255008574517 

2 4 0,666666666666667 -0,0952380952380952 -0,000204813108038914 

3 8 -2,66666666666667 0,888888888888889 0,00846560846560846 

4 16 3,04761904761905 -3,04761904761905 -0,145124716553288 

5 32  3,25079365079365 1,08359788359788 

6 64   -3,35565796210958 

7 128   3,40892237420655 
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Функции W16 и W32 не приводятся в данной статье в виду их громоздкости. 

Подставим полученные коэффициенты и выражения в (2.2), получим 

 )t,f(W,)t,f(W,)t,f(W,)t,f,(W)t(f
~

8421 88888900952380003174605  

)t,f(W,)t,f(W, 3216 250793630476193  . 

Сходимость метода рассматривалась в работах [6,7]. 

Построим график )t(f
~

и данной функции 

 
Рис. 2 

3. Метод разложения в ряд Фурье 
Вычислим (3.1) для первых 10 значений (примем q = 0.2): 

6394020
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, 
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2 ,eb ,*  
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, 
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226902011
5 ,eb ,*  

, 

199402013
6 ,eb ,*  

, 

176902015
7 ,eb ,*  

, 

158202017
8 ,eb ,*  

, 

142402019
9 ,eb ,*  

. 

Подставив (3.3) в (3.2) для данного примера получим треугольную систему 

уравнений для коэффициентов cn: 
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Вычислим эти коэффициенты: 

162800 ,c  , 

306601 ,c  , 

253302 ,c  , 

151303 ,c  , 

050604 ,c  , 

020205 ,c  , 

061806 ,c  , 

076207 ,c  , 

073808 ,c  , 

060209 ,c  . 

Подставив их в (3.3), найдём )(
~
f : 

(3.5) 
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 )sin(,)sin(,)sin(,)sin(,)(f
~

 71513052533033066016280  

 )sin(,)sin(,)sin(,)sin(,  150762013061801102020905060  

)sin(,)sin(,  19060201707380  . 

Теперь вернёмся к прежним обозначениям )earccos( qt : 

  ))earccos(sin(,))e(sin(arccos,)t(f
~ t,t, 2020 33066016280  

  ))earccos(sin(,))earccos(sin(, t,t, 2020 715130525330  

  ))earccos(sin(,))earccos(sin(, t,t, 2020 1102020905060  

  ))earccos(sin(,))earccos(sin(, t,t, 2020 15076201306180  

))earccos(sin(,))earccos(sin(, t,t, 2020 19060201707380   . 

Построим график )t(f
~

и данной функции 

 
Рис. 3 

Пример 2. Найти приближенные представления прообраза f(t) для 

заданного образа p
e

p
pF




1
)( и сравнить его с известным: .

1
)( 41 te

t
tf 


 

Решение 

1. Метод Gaver-Stehfest 
Подставим коэффициенты из таблицы 1 в (1.3) для заданного F(p):  
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Построим график )t(f
~

и данной функции 

 
Рис. 4 

2. Метод Виддера с ускорением 

Примем n = 1, 
j

d = 
j

2 ,  j = 1,2,…,k, k = 4. 

Вычислим функции ),( tf
j

nd
W при выбранных параметрах. 
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Функции W8 и W16 не приводятся в виду их громоздкости. 

Подставим полученные выражения и коэффициенты из таблицы 2 в (2.2), 

получим 

 )t,f(W)t,f(W)t,f(W)t,f,(W)t(f
~

8421 4 2,6667-0,6667-0,04762  

)t,f(W, 160476193 . 

Построим график )t(f
~

и данной функции 

 
Рис. 5 
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3. Метод разложения в ряд Фурье 
Вычислим (3.1) для первых 10 значений (примем q = 0.2): 

42971
20

1 20
0 ,e

,
b ,  

, 

59500
203

1 203
1 ,e

,*
b ,*  

, 

36780
205

1 205
2 ,e

,*
b ,*  

, 

25880
207

1 207
3 ,e

,*
b ,*  

, 

19480
209

1 209
4 ,e

,*
b ,*  

, 

15290
2011

1 2011
5 ,e

,*
b ,*  

, 

12360
2013

1 2013
6 ,e

,*
b ,*  

, 

10210
2015

1 2015
7 ,e

,*
b ,*  

, 

08570
2017

1 2017
8 ,e

,*
b ,*  

, 

07300
2019

1 2019
9 ,e

,*
b ,*  

. 

Подставив (3.3) в (3.2) для данного примера, получим треугольную 

систему уравнений (3.5) для коэффициентов cn. 

Вычислим эти коэффициенты: 

364000 ,c  , 

241901 ,c  , 

044702 ,c  , 

003203 ,c  , 

043104 ,c  , 

035505 ,c  , 

035906 ,c  , 

019507 ,c  , 

015008 ,c  , 

003109 ,c  . 

Подставив их в (3.3), найдём )(
~
f : 
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 )sin(,)sin(,)sin(,)sin(,)(f
~

 70032050447032419036400  

 )sin(,)sin(,)sin(,)sin(,  150195013035901103550904310  

)sin(,)sin(,  19003101701500  . 

Теперь вернёмся к прежним обозначениям )earccos( qt : 

  ))earccos(sin(,))e(sin(arccos,)t(f
~ t,t, 2020 32419036400  

  ))earccos(sin(,))earccos(sin(, t,t, 2020 700320504470  

  ))earccos(sin(,))earccos(sin(, t,t, 2020 1103550904310  

  ))earccos(sin(,))earccos(sin(, t,t, 2020 15019501303590  

))earccos(sin(,))earccos(sin(, t,t, 2020 19003101701500   . 

Построим график )t(f
~

и данной функции 

 
Рис. 6 

Как видно из примеров, метод Gaver-Stehfest и ускоренный метод Виддера 

дают наиболее точные результаты приближения к оригиналу. Численный метод 

обращения преобразования Лапласа разложением в ряд Фурье для повышения 

точности требует большего числа слагаемых.  

Наименьших вычислительных ресурсов из трех представленных методов 

требует алгоритм Gaver-Stehfest, так как имеет постоянные коэффициенты и не 

требует выбора дополнительных параметров для их вычисления.   
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