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Аннотация. В данной статье исследуются продольные волны деформации 

в физически нелинейных упругих оболочках, содержащих вязкую 

несжимаемую жидкость. Учтено наличие вязкой несжимаемой жидкости 

внутри оболочки, а также влияние инерции движения жидкости на амплитуду и 

скорость волны. Невозможно исследовать модели волн деформаций, методами 

качественного анализа в случае заполнения оболочки вязкой несжимаемой 

жидкостью. Это приводит к необходимости применения численных методов. 
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Численное исследование модели, построенной в ходе данной работы 

проводится с использованием разностной схемы для уравнения аналогичной 

схеме Кранка-Николсона для уравнения теплопроводности. При отсутствии 

влияния жидкости, скорость и амплитуда волны не меняется. Движение 

происходит в отрицательном направлении. Это означает что скорость движения 

дозвуковая. Результат вычислительного эксперимента совпадает с точным 

решением, следовательно, разностная схема и модифицированное уравнение 

Картевега-де Вриза адекватны. Наличие влияния инерции движения жидкости 

приводит к уменьшению скорости волны деформации, при этом вязкостное 

напряжение жидкости на оболочку приводит к падению амплитуды волны. 

Ключевые слова: нелинейные волны, упругие цилиндрические оболочки, 

вязкая несжимаемая жидкость, разностная схема Кранка-Николсона. 

 

Abstract. The article is devoted to studying longitudinal deformation waves in 

physically non-linear elastic shells with viscous incompressible liquid inside them. 

Viscous incompressible liquid presence inside the shell and liquid movement inertia 

impact on the wave velocity and amplitude are taken into consideration. It is 

impossible to study deformation waves models, in case of the shell filling with 

viscous incompressible liquid, by means of qualitative analysis methods. Then the 

necessity of numerical methods application arises. The numerical study of the 

constructed model is carried out by means of difference scheme, analogous to Crank-

Nickolson one for the Heat conducting equation. The amplitude and velocity do not 

change under absence of liquid impact movement. The movement occurs in the 

negative direction, which means that movement velocity is subsonic. The numerical 

experiment result consider with exact solution, therefore, difference scheme and 

modified Korteweg–de Vries equation are adequate. The presence of liquid 

movement inertia impact leads to deformation wave velocity reducing, while liquid 

viscous tension on the shell leads to wave amplitude falling. 

Keywords: non-linear waves, elastic cylinder shell, viscous incompressible 

liquid, Crank-Nickolson difference scheme. 

 

1. Введение 

Исследование волновых и колебательных процессов в упругих 

оболочках имеет широкое применение в различных технических областях. 

Исследование колебательных процессов упругих оболочках рассмотрено в [1-

6].  Распространение волн деформации в упругих, вязкоупругих и нелинейных 

вязкоупругих оболочках и рассмотрены в [7–10]. В этих работах не 

рассматривается случай взаимодействия оболочек с вязкой несжимаемой 

жидкостью. В [11–13] рассмотрено взаимодействие оболочки с вязкой 

несжимаемой жидкостью, без учета волновых явлений, также не исследовано 

влияние локальных членов инерции.  

Для решения связанных и несвязанных задач используются различные 
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методы. При решении несвязанных задач рассматривается взаимодействие 

жидкости, взаимодействующей с твердым телом. Определяют трение и 

давление, действующее со стороны жидкости на твердое тело. Таким образом 

предполагается отсутствие влияния деформации оболочки на движение 

жидкости [14]. Полученные параметры подставляются в уравнения динамики 

упругого тела, затем находятся продольные и нормальные (прогиб) 

перемещения. Таким образом определяется напряженно деформированное 

состояние упругой конструкции, что является целью в несвязанной задаче. 

В случае связанной задачи уравнения динамики жидкости и уравнения 

динамики упругого тела и решаются одновременно, с учетом граничных 

условий. Этот подход применен, для исследования колебаний упругих тел [15], 

а также в данной статье при исследовании волн деформации нелинейных 

упругих оболочек, содержащих вязкую жидкость постоянной плотности с 

учетом инерции ее движения. 

Невозможно исследовать модели волн деформаций, методами 

качественного анализа в случае заполнения оболочки вязкой несжимаемой 

жидкостью [16-19]. Это приводит к необходимости применения численных 

методов [20,21]. 

В данной статье исследуется влияние конструкционного демпфирования 

в продольном и нормальном направлении и наличие влияния окружающей 

упругой среды и вязкой несжимаемой жидкости внутри оболочки, а также 

инерции движения жидкости на амплитуду и скорость волны. 

Численное исследование модели, построенной в ходе данной работы 

проводится с использованием разностной схемы аналогичной схеме Кранка-

Николсона в случае уравнения теплопроводности [22]. 

 

2. Определяющие и разрешающие соотношения физически нелинейной 

теории оболочек 

 

Деформационная теория пластичности А. А. Илюшина [23,24] связывает 

компоненты тензора напряжений x ,   с компонентами тензора деформаций 

x ,   и квадратом интенсивности деформаций è  [25,26]. 
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где E – модуль Юнга; m – константа материала, определяемая из опытов на 

растяжение или сжатие; 0 - коэффициент Пуассона материала оболочки.  

Рассмотрим осесимметричную цилиндрическую оболочку. Обозначим:  

h0 – толщина оболочки; 

R – радиус срединной поверхности; 
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R1 – радиус внутренней поверхности; 

U - продольное упругое перемещение; 

W - прогиб, направленный к центру кривизны.  

Запишем связь компонент деформаций с упругими перемещениями в 

виде [27] 
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где  

x – продольная координата вдоль срединной поверхности;  

z – нормальная координата в оболочке 
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Определим усилия в срединной поверхности оболочки и момент по 

следующим формулам 
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Подставляя (6) в (5) находим 
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Уравнения динамики для оболочек запишем так же как и в физически 

линейной теории 

R

xx
x

x

x

q
U

r

q
Wq

t

U
h

x

N

























2

2

00 ,   (8) 

R

nn
nx

x

x

q
U

r

q
Wq

t

W
hN

R
N

x

W

xx

M












































 2

2

002

2
1

  

где t – время; 0 - плотность материала оболочки; qx, qn - напряжения со 

стороны жидкости, находящейся внутри кругового сечения; r, x - 

цилиндрические координаты. 

Подставляя (1), (2), (5) в (8) найдем уравнения динамики в перемещениях 
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3. Асимптотический метод исследования уравнений оболочек с 

жидкостью 

Проводимые оценки в безразмерных переменных, характеризуют 

рассматриваемые задачи. Для волновых задач оболочку считаем бесконечной. 

Для продольных волн в оболочке вводятся безразмерные переменные и 

безразмерные параметры. Примем за характерную длину l  - длину волны, а um, 

wm – характерные значения упругих перемещений 
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E
c - скорость распространения продольных упругих волн в 

оболочке.  
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где  - малый параметр задачи.  

Введем независимые переменные в виде 
** ctx  , *t         (13) 

где   - быстрое время; с – скорость волны.   

В этих переменных (10)-(13), оставляя в уравнениях (9) члены порядка   

и 2  и отбрасывая члены с более высокими степенями, получим уравнения [28] 
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Зависимые переменные представим в виде асимптотического разложения 

...11101  uuu  , ...31303  uuu              (15) 

Получим систему уравнений, подставив (15) в (14), оставляя члены 

порядка    
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Из этой системы получаем 
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Таким образом u10 – является произвольной функцией, а безразмерная 

скорость волны  2
1

2
01 c  и следовательно скорость волны равна 

0

E
 - 

скорости волны в стержне. Поскольку оболочка имеет бесконечную длину, то 
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Получим систему уравнений в приближении 2   
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Подставим соотношение (17) в уравнения (18) и получим систему 
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Продифференцируем почленно по   и умножим обе части второго 

уравнения на 0  и получим следующее уравнение 

  ;1
1

2
000

04

10
4

2
0

2
02

2
31

02

11
2

2
0






























 n

mm

m q

chu

Rlu

l

Ru

Ru

lwu
      (20) 

Левые части уравнений (19) и (20) совпадают. Вычтем, почленно, из 

уравнения (20) первое уравнение системы (19) и в результате получим 

разрешающее уравнение 
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Разделим обе части полученного уравнения на 2
012   и получим 
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Полученное уравнение есть обобщенное модифицированное уравнение 

Кортевега – де Вриза (МКдВ) для 


 10u
.  

В случае отсутствия жидкости правая часть уравнения равна нулю и 

получается модифицированное уравнение Кортевега-де Вриза (МКдВ). Надо 

определить правую часть, решая уравнения гидродинамики. 

 

4. Исследование напряжений, действующих на оболочку со стороны 

находящейся внутри жидкости 

 

Напряжения со стороны слоя жидкости определяются формулами [29] 
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Если снести напряжения на невозмущенную поверхность оболочки, то 

можно считать rnn   и 1,cos
^
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Уравнение изменения количества движения вязкой несжимаемой 

жидкости (Навье-Стокса) и уравнение сохранения ее массы (неразрывности) в 

цилиндрической системе координат (r,  , x) в случае осесимметричного 

течения записываются в виде [30] 

;
11

22

2

2

2


















































r

V

x

V

r

V

rr

V

r

p

x

V
V

r

V
V

t

V rrrrr
x

r
r

r 


 

;
11

2

2

2

2

















































x

V

r

V

rr

V

x

p

x

V
V

r

V
V

t

V xxxx
x

x
r

x 


            (22) 

0









x

V

r

V

t

V xrr  

где Vr , Vx - проекции вектора скорости на оси цилиндрической системы 

координат; p - давление в жидкости;  - плотность жидкости;  - 

кинематический коэффициент вязкости; n - нормаль к срединной поверхности 

оболочки; rn , i – орты базиса (r,  , x) цилиндрической системы координат, 

центр которой расположен на геометрической оси 

На границе с оболочкой выполняются условия прилипания жидкости в 

подходе Лагранжа. 
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 при r=R1-W     (23) 

где Vr , Vx - ограничены при r=0. 

Введем безразмерные переменные и параметры 
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Подставляя (24) в уравнение (22) и граничное условие (23) получаем 

уравнения и граничные условия для безразмерных компонент скорости 

жидкости и давления. Представляя давление и компоненты скорости жидкости 

в виде асимптотического разложения малому параметру   
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для первых членов разложений получим 
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и граничные условия вида 

;
*
30

t

u
vr






*

110

t

u

lw

Ru
v

m

m
x




  при ;1* r  ;0

*

0
* 




r

v
r r 0

*

0
* 




r

v
r x  при .0* r  

Определим напряжения со стороны жидкости на оболочке в этих 

переменных. Получим с точностью до  ,    
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При отсутствии гармоничности по времени параметров течения, что 

имеет место в рассматриваемой задаче, применим метод итерации к задаче (25) 

На первом шаге итерации отбросим локальный член инерции (Re<<1) и 
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На втором шаге итерации, подставляя найденное решение в локальный член 

инерции, будем иметь 
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Следует отметить, что в [15] доказана сходимость метода итерации. 

Учитывая, что введены переменные (13), найдем с точностью до  и с 

учетом связи 
2
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Тогда учитывая, что 
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Следовательно, имеем уравнение 
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С принятой точностью в (28) можно положить R1=R. Полагая 





 10u
, 

 1c , 2ct  , получим обобщенное модифицированное уравнение Картевега- 

де Вриза (MКдВ) [31,32] 
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при этом положено 
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При условии 01   то есть при 
2

1
0   - несжимаемый материал, обобщенное 

уравнение МКдВ  
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имеет точное решение в виде кинка-антикинка 
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Фазовая скорость 
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Скорость волны при этом 
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Так как числитель дроби положительный то скорость дозвуковая.  

Инерция движения жидкости 2  уменьшает скорость волны. Вязкость 

жидкости ( 01  ) оказывают влияние на амплитуду волны. Это влияние 

исследуется с помощью численного решения уравнений МКдВ. 

Волновое число k – произвольная величина. 

 

5. Вычислительный эксперимент 

 

Для численного исследования модели волновых движений физически 

нелинейной упругой оболочки при наличии влияния жидкости, представим 

уравнение (29) в интегральной форме. 
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для произвольной области  . Сопоставим  jn
n
j tu  ,  для перехода к 

дискретной формулировке и выберем в качестве базового контур, 

представленный на рисунке 1. 

 

 

 

 

 

 

http://mathmod.esrae.ru/


Математическое моделирование, компьютерный и натурный   2019, №3 

эксперимент в естественных науках  http://mathmod.esrae.ru/             ISSN 2541-9269 

 

 

 
Рис. 1.Базовый контур для уравнения (32) 

 

Запишем интегральные соотношения 

   

   














1

1

,,

,,,

1

1

о

о

о

о

т

т jj

т

т jj

tutudu

tutudu









                         (33) 

Для интегрирования по времени и по четным производным по   

используем формулу трапеций, а по нечетным производным по   - формулу 

среднего значения и положим  nn tt 1 , hjj   1 . Подставим все это в 

формулы (32), (33) и используя метод базисов Гребнера [33,34] получим 

следующую разностную схему для уравнения (30) аналогичную схеме Кранка-

Николсона [35,36] в случае уравнения теплопроводности. 
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при начальном условии в виде точного решения (31) при t=0. 
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6. Полученные результаты и выводы 

 
Рис. 2. Отсутствие влияния жидкости ( 1 =0, 2 =0) 

 

При отсутствии влияния жидкости, скорость и амплитуда волны не 

меняется. Движение происходит в отрицательном направлении (рис. 2). Это 

означает что скорость движения дозвуковая. Результат вычислительного 

эксперимента совпадает с точным решением, следовательно, разностная схема 

и уравнение КдВ адекватны. 

 
Рис. 3. Наличие влияния жидкости  

 

Влияние вязкостного напряжения жидкости на оболочку ( 1 ) приводит к 

падению амплитуды волны, а инерция движения жидкости ( 2 ) приводит к 

уменьшению скорости волны (рис. 3). 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ № 19-01-00014а. 
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