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Аннотация. Рассмотрена интегрируемая система нелинейных дифференциально-

разностных уравнений, известная как четырехполевая решетка Блажака-Марсиньяка. При 

помощи метода геометрического ряда получены точные солитоноподобные решения 

системы.  

Ключевые слова: дифференциально-разностные уравнения, точные решения, метод 

геометрического ряда, решетка Блажака-Марсиньяка 

 

Abstract. An integrable system of nonlinear differential-difference equations, known as the 

four-field Blaszak-Marciniac lattice, is considered. Using the geometric series method, exact 

soliton-like solutions of the system are obtained. 
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Многие физические процессы имеют дискретную природу и моделируются 

при помощи систем нелинейных дифференциально–разностных уравнений. 

Соответствующая аналитическая теория еще далека от завершенных форм, и 

точные решения удается построить лишь в простейших случаях. Чаще всего 

исследователь вынужден переходить от дискретной к континуальной модели, 

допускающей исследование аналитической структуры. Возникающие при этом 

интегрируемые и близкие к ним модели хорошо изучены, однако открытым 

остается вопрос об адекватности математического моделирования исходной 

дискретной системы. Таким образом, развитие методов построения точных 

решений систем нелинейных дифференциально–разностных уравнений 

является актуальной проблемой современной нелинейной математической 

физики. 

Цель данной работы состоит в нахождении точных решений системы 

нелинейных дифференциально – разностных уравнений Блажака-Марсиньяка, 

впервые возникшей в [1]. Вопросам, связанным с приложениями решеточных 

моделей и нахождением их точных и приближенных решений, посвящены 

работы [2 – 9]. Мы будем использовать модификацию метода геометрического 

ряда [10], ранее предложенного авторами для нелинейных уравнений в частных 

производных. 

Система дифференциально-разностных уравнений четырехполевой 

решетки Блажака-Марсиньяка 
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после введения переменной бегущей волны z dn tω= +  принимает вид 
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Решение системы (2), в соответствии с методом геометрического ряда [11], 

будем отыскивать в форме рядов по степеням экспоненциальной функции 

независимой переменной 
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где , , ,k k k kU V W Q  – неизвестные коэффициенты. Тогда сдвиговые значения 

зависимых переменных в (2) должны быть определены следующим образом: 
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где edδ = .  Подставляя (3) и (4) в (2), после группировки слагаемых по 

степеням функции e z , в первом порядке получаем 
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откуда  
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Приравнивая нулю коэффициенты при 2e z , получим систему линейных 

уравнений для определения 2 2 2 2, , ,U V W Q , решение которой 
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Приравнивая нулю коэффициенты при 3e z , аналогично определим 3 3 3 3, , ,U V W Q  
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и так далее. Вычислив таким образом 5-6 первых членов рядов (3), заменой 

ez Z=  преобразуем эти ряды в степенные по переменной Z . В методе 

геометрического ряда в качестве критерия геометричности используется 

совпадение последовательных диагональных аппроксимант Паде [ ]/N N , 

вычисленных для рассматриваемого степенного ряда, при этом совпадающие 

аппроксиманты дают точную сумму ряда. Вычисления аппроксимант Паде с 

помощью системы компьютерной математики Maple показывают, что для 

каждого из рядов (3) выполняется.  

 [ ] [ ] [ ]1 /1 2 / 2 3 / 3≠ = . (9) 

Строго говоря, доказательством геометричности ряда в отсутствие выражения 

для его общего члена может являться бесконечная цепочка равенств 

[ ] [ ]/ 1 / 1 ,N N N N N= + + →∞  [12]. Не вычисляя старшие аппроксиманты 

[ ]4 / 4 , [ ]5 / 5  и так далее, предположим на основе (9), что ряды (3) являются 

геометрическими и их суммы определяются соответствующими [ ]2 / 2  – 

аппроксимантами. Выполняя в последних обратную замену ezZ = , получим 
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где 2 4 31, 1ϕ δ δ ψ δ δ δ= + + = − − + . 

Подстановка в уравнения системы (2) выражений для ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,u z v z w z q z  

вместо соответствующих зависимых переменных 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,u z v z w z q z обращает уравнения (2) в тождества. Следовательно, (10) 

является точным решением системы (2) и после замены ( )lnz n tδ ω= + , где ω  

определяется из (6), становится точным решением исходной системы (1). При 

условии 0δ ≠  имеем 0ψ >  и решение (10) является ограниченным и 

определяет солитоноподобные бегущие волны, если выполняется неравенство 

1 1 1 0U V Q >  (рис. 1). 

 
 

Рис. 1. Графики решения (10) при 

2

0 1 1 1 1

1
1, , 1, 5, 10, e ,

2
V U V W Q δ= = = = − = = 6z z→ − . Сплошная линия обозначает 

( )u z , пунктирная – ( )v z , точечная – ( )v z , штрихпунктирная – ( )q z .  
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