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Аннотация. Изучаются оценки свойств надежности системы с защитой повышенной 

надежности применительно к процессу восстановления Пуассона. 
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защитой, теорема Ренье, полумарковский процесс 

 

Abstract. Estimates of the reliability properties of a system with enhanced reliability 

protection as applied to the Poisson recovery process are studied. 

Keywords: recovery process, alternative process, system with protection, Rainier theorem, 

semi-Markov process 

 

1. Введение 

 

В [1] приводятся равномерные оценки отклонения от функции показательного 

распределения решений интегрального уравнения: 
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( )1L Kθ θΦ = + − Φ∗   (1) 

 

где ,L K  заданные функции распределения положительных случайных величин, 

( )0,1θ ∈ , ∗ - свертка функций распределения ( )
0

* ( ) ( )

t

K t t x dK xΦ = Φ −∫ . 

Эти оценки можно использовать при исследовании характеристик 

надежности системы с защитой [2]. В работах [3, 4, 5] это делалось в общем 

виде. Целью данной работы является уточнение оценок этих характеристик и 

рассмотрение других в случае дополнительного предположения, что процесс 

восстановления является Пуассоновским. В частности, оценивается 

гарантированное время безотказной работы с заданной надежностью, 

приводятся оценки функции распределения промежутков между отказами и 

количества отказов. 

 

2. Основные условия и результаты 

 

Система с защитой [2] состоит из альтернативного процесса и 

независимого от него процесса восстановления. Отказ системы наступает в 

момент восстановления последнего, если в этот момент альтернативный 

процесс находится в фазе ремонта. 

Считаем, что процесс восстановления будет Пуассоновский с параметром 

v . Будем обозначать ( )m F , 2( )m F  математическое ожидание и второй 

начальный момент случайной величины с функцией распределения ( )F t , 

соответственно. 

Обозначим функции распределения фаз безотказной работы и ремонта 

альтернативного процесса G  и B  соответственно, где ( )
0

ˆ ( )sxs e dB xβ
+∞

−= ∫ , 

показательная функцию распределения ( ) 1 , 0at

aE t e t−= − ≥ . 

Назовем 0t  гарантированным временем безотказной работы системы с 

защитой и надежностью γ , если вероятность того, что система не откажет к 

моменту времени 0t , будет не меньше γ . 

 

Теорема 2.1. Гарантированное время безотказной работы системы с 

защитой и надежностью γ  не меньше 
1

ln
2

T
θ

γ θχ
−
+

, где 
( ) ( )

( )
ˆ

1

v m G
T

v

β
β

=
−

, 

ˆ1 ( )vθ β= − , 

0

1
( ) ( )

ˆ( )

t

vxA t e dB x
vβ

−= ∫ , ( ) * ( ),K t G A t=  
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0

1
( ) ( ) ( ),

ˆ( )

vxm A xe dB x m B
vβ

+∞
−= ≤∫  

 

( )
2 2 2

22

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

2 ( ) 2 ( ) ( )

m K m G m G m A m A

m K m G m A
χ

+ +
= =

+
 

 

причем 2 2( ) ( )m A m B≤   

 

Функцию распределения времени безотказной работы системы с защитой 

обозначим 1( )xΦ , если в начальный момент времени началась фаза ремонта 

альтернативного процесса, и 1( )xΨ , если в начальный момент времени началась 

фаза безотказной работы. 

 

Теорема 2.2. Для функции распределения времени безотказной работы 

системы с защитой при различных начальных условиях выполняются 

неравенства: 

( ) 1

0

( ) ( ) 2 1 ( ) ( );

x

vy

qE x qm L B y ve dy xχ −− − − ≤ Φ∫  

( ) ( )1

0

( ) 1 ( ) (1 2 ) 1 ( )

x

vy

qx E x B y ve dyθ χ −Φ ≤ − + + −∫  

( ) ( )1( ) 1 ( ) 1 2 ( );qx E x G xθ θ χΨ ≤ − + +  

( )1

0

( ) ( ) ( ) 1 ( ) 2 ( ),

x

qx E x q m L G y dy G xχθ
 

Ψ ≥ − + − − 
 

∫  

 

где 
1

r
θ
θ

=
−

, 
1

( ) ( ) ( )

T T
q

m G m A m G T
= ≤ =

+
, 

0

1 1
( ) (1 ( )) ( )vm L x B x dE x

vθ

+∞

= − ≤∫    

 

Теорема 2.3. Если в начальный момент времени началась фаза 

безотказной работы альтернативного процесса, то для распределения 

количества отказов системы с защитой ξ  выполняется неравенство: 

 

( ) ( ) { }( ) 1 2 min ,1nP n p t n qtξ θ θ χθ≥ ≤ + − + + , 

 

где 
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( )
1

*2 *3

1

1 1 1 1 1 1

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ...
n n n k n n k n k i

n k q k i q k i j q

k k i k i j

p t E t E t E tτ τ τ τ τ τ
− − − − −

+
= = = = = =

    
= − + − + − +    
     
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

 

( ) ( )( )1 2 * *( 1)

1 1 1 2 1... 1 1 ( ) ( ),n n n n n

q qn E t E tτ τ τ τ τ− − ++ − + − +  0;n ≥  

 

( )
( ) ( )

1

*( 1) *

0 0

( ) ( ) ( ) ( ),
1 !

n

vx n n

n v v

vx
e dB x E x E x dB x

n
θ

−+∞ +∞
− −= = −

−∫ ∫  1;n ≥  

 

1 ,k
k

θ
τ

θ
+=   1;k ≥   

 

в частности: 

 

( ) ( ) ( )11 1 ( ) 2 ;qP t E tξ θ θ χθ≥ = Ψ ≤ + − +   

( ) ( )*22 2( 2) 1 ( ) ( ) 2 1 ( ) .q q qP E t E t E t
θ θ θ

ξ θ θ χθ
θ θ

− ≥ ≤ + − + + + 
 

  

 

Замечание 2.1. Распределение ( )1 0 1( ) ( ) ( ), 1, ( ) 1n n np t p t p t n p t p t+= − ≥ = −  

является распределением количества событий стационарного потока без 

последействия на промежутке времени ( )0,t  и имеет образующую функцию 

( )( ) 1

0

( )
qt xn

n

n

p t x e
ω

∞
−

=

=∑  , где ( ) 1

1

nn

n

x x
θ

ω
θ

∞
+

=

=∑  [7, с. 42] 

 

Замечание 2.2. Если в начальный момент времени началась фаза ремонта 

альтернативного процесса, то среднее время безотказной работы системы с 

защитой равно 
1

T
v

+ , а если фаза закончилась, то 
1 1

( )
T

v m G
+ +  

 

Доказательство теоремы 2.1. Если в начальный момент времени 

началась фаза ремонта альтернативного процесса, то функция распределения 

времени безотказной работы системы с защитой 1( )tΦ  является решением 

уравнения (1) с ( ) * ( )K t G A t= , где: 

 

( ) 0

1
( ) ( )

ˆ

t

vxA t e dB x
vβ

−= ∫  , ( )
0

1
( ) 1 ( ) ( ).

t

vL t B x dE x
θ

= −∫  
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Обозначим ( )tΦ решение уравнения (1) с ( ) ( )L t K t= , для которого, 

согласно [1], выполняются равномерные оценки: 

 

( ) ( ) 2qt E t rχΦ − ≤   (2) 

 

Функция 1( )tΦ  подается через ( )tΦ  формулой: 

 

( )( )1
( ) * 1 ( )t L tθ θΦ = + − Φ   (3) 

 

Из (2), (3) получаем: 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ( ) 1 2qt t E tθ θ χΨ ≤ Φ ≤ − + +   (4) 

 

Если приравнять правую часть этой неравенства к 1 γ− , то можно 

выразить гарантированное время безотказной работы. 

Неравенства 2 2( ) ( ), ( ) ( )m A m B m A m B≤ ≤  вытекают из того, что при всех 

0t > , ( ) ( )A t B t≥ , что, в свою очередь, получается из леммы . 

 

Лемма 3.1. Пусть ( )V t  - положительная монотонная функция, ( )F t  - 

функция распределения положительной случайной величины, 

0 0

1
( ) ( ), ( ) ( ) ( ).

t

V x dF x L t V x F xθ
θ

∞

= =∫ ∫  Тогда, если ( )V t  неубывающая, то при всех 

0t >  выполняется неравенство ( ) ( ),L t F t≤  а если ( )V t  - невозрастающая, то 

неравенство ( ) ( ).F t L t≤  

 

Доказательство леммы 3.1. Если ( )V t  - неубывающая, то функция F L−  

возрастает от 0, пока ( )V x θ< , а потом убывает до 0 на бесконечности. Поэтому 

она - положительная. Аналогично рассматривается случай невозрастающей 

( )V t . 

Лемму 3.1 доказано  □ 

 

Теорему 2.1. доказано □ 

 

Доказательство теоремы 2.2. Верхние оценки получены в (4), а для 

получения нижних используется такое утверждение: 

 

Лемма 3.2. ( )
0

* ( ) ( ) 1 ( )

t

q qE L t E t q L x dx≥ − −∫   
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Доказательство 

 

( ) ( )
0 0 0

*(1 ( )) 1 ( ) 1 ( ) (1 ( ))

t t t

qx

qE L t q L t x e dx q L t x dx q L x dx−− = − − ≤ − − = −∫ ∫ ∫   

 

Лемму 3.2 доказано  □ 

 

Теорему 2.2. доказано □ 

 

Доказательство теоремы 2.3. Функции ( ) ( )nP n tξ ≥ =Ψ  являются 

минимальными решениями уравнения типа восстановления: 

 

( )1

2 2

( ) * * ( ) * ( ) 1 * * ( )
n n

n k k n k k n n

k k

t A G t L G t A G tθ θ θ θ+ −
= =

 
Ψ = Ψ + − + − Ψ 

 
∑ ∑ . 

 

Так как 
( ) 1

( 1)!

n
vx

n

−

−
 - возрастающая функция, то, по лемме 3.1, при всех 0t >  

выполняется неравенство ( ) ( )kA t A t≤ , поэтому: 

 

( ) ( )

( ) ( )( )

1

2 2

1 1

1 1

1
* ( ) 1

* ( ) 1 1 ,

n n
k

n n k k

k k

n n

k n k k

k k

t t t

t t

θ θ
θ θ

θ θ

τ τ θ θ

+ −
= =

− −

−
= =

−  Ψ ≤ Φ Ψ + − + Φ =  
  

 
= Φ Ψ + − + − Φ 

 

∑ ∑

∑ ∑
  (5) 

 

где ( )tΦ  - решение уравнения (1) из ( ) ( )L t K t=   

Заметим, что ( )np t  удовлетворяет рекуррентное соотношение: 

 

( )
1 1

1 1

1 ( ) * ( )
n n

n k q k n k q

k k

p t E t p E tτ τ
− −

−
= =

 
= − + 
 
∑ ∑   (6) 

 

Методом математической индукции при 1n ≥  докажем неравенство: 
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( )

( )( ) )

1 2 1
*2

1 1 1

3 2 1
*3

1 1 1

2 3 *( 2) 1 *( 1)

1 1 2 1

( ) 1 ( ) 2 1 ( ) ( )

( ) ...

... 2 ( ) ( )

n n n k

n n k q k i q

k k i

n n k n k i

k i j q

k i j

n n n n n

q q

t p t E t E t

E t

n E t E t

θ θ χθ τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ τ

− − − −

= = =

− − − − − −

= = =

− − − − −


Ψ ≤ + − + + + +



+ +

+ + − +

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑   (7) 

 

Доказательство неравенства (7). При 1n =  неравенство (7) следует из 

(4). Заменим в (7) n  на n k−  и свернем с ( )tΦ . Учитывая, что согласно (2),  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 * 1 * ( ) 2n k n k q n kp t p E t p tθ θ χθ− − −− Φ ≤ − + , 

 

а в других слагаемых ( ) 1tΦ ≤ , получим: 

 

( ) ( ) (

( )

( )( ) )
( ) (

1

1

2 1
*2

1 1

2 3 *( 2) 1 *( 1)

1 1 2 1

1
*2

1

* 1 * ( ) 2 1 ( ) ( )

...

... 2 ( ) ( )

1 * ( ) 2 1 ( ) ( )

n k

n k n k q n k i q

i

n k n k i

i j q

i j

n k n k n k n k n k

q q

n k

n k q q i q

i

i

i

t p E t p t E t

E t

n k E t E t

p E t E t E t

θ θ χθ τ

τ τ

τ τ τ τ

θ θ χθ τ

τ

− −

− − −
=

− − − − −

= =

− − − − − − − − − −

− −

−
=

Ψ Φ ≤ + − + + + +

+ +

+ + − − + =

= + − + + + +

+

∑

∑ ∑

∑

( )( ) ( ) ( ) )

2 1
*3

1 1

* 1 *2 3 1

1 1 2 1

( ) ...

... 2 ( ) ( ) .

n k n k i

j q

j

n k n kn k n k n k

q q

E t

n k E t E t

τ

τ τ τ τ

− − − − −

= =

− − −− − − − − −

+

+ + − − +

∑ ∑

 (8) 

 

Подставим (8) в правую часть (5) вместе с неравенством, которое 

получается из (2): 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 ( )qt E tθ θ θ χ θ+ − Φ ≤ + + −  

 

Использовав (6), получим (7). 

 

Неравенство (7) доказано □ 

 

Поскольку все суммы в (7) не превышают 1, то: 
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( ) ( )*2 *( 1)( ) 1 ( ) 2 1 ( ) ( ) ... ( ) ,n

n n q q qt p t E t E t E tθ θ χθ −Ψ ≤ + − + + + + +  

 

откуда получаем результат теоремы 2.3, потому что все слагаемые в 

скобках не превышают 1, а *21 ( ) ( ) ... 1 .
q q

E t E t qt+ + + = +   □ 

 

Утверждение замечания 2.2 можно получить интегрированием (3) и (1). 
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