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Аннотация. В статье предложены асимптотические разложения для потенциала 

скорости, на основе которых выводятся асимптотические уравнения газовой динамики для 

безвихревых изоэнтропических течений идеального газа: уравнение линейной теории, 

нелинейные уравнения для сверхзвуковых и трансзвуковых течений. Полученные уравнения 

отличаются от известных учетом поперечного по отношению к основному потоку 

возмущения. Для асимптотического трансзвукового уравнения, учитывающего поперечные 

возмущения, указаны некоторые точные частные решения. 

Ключевые слова: дифференциальные уравнения с частными производными, частные 

решения, асимптотическое разложение, аэродинамика, трансзвуковые течения, 

сверхзвуковые течения 

 

Abstract. In this article asymptotic expansions for the velocity potential are proposed, on the 

basis of which the asymptotic equations of gas dynamics for irrotational isentropic flows of an ideal 

gas are derived: the equation of linear theory, nonlinear equations for supersonic and transonic 

flows. The obtained equations differ from the known ones by taking into account the perturbation 

transverse to the main flow. For an asymptotic transonic equation that takes into account transverse 

perturbations, some exact particular solutions are indicated. 

Keywords: partial differential equations, particular solutions, asymptotic expansion, 

aerodynamics, transonic flows, supersonic flows 
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Введение 
Основы теории трансзвуковых течений были заложены на заре развития 

сверхзвуковой авиации в 1946–1950 гг. С.В. Фальковичем [1], Т. Карманом [2], 

Л.В. Овсянниковым [3], Ф.И. Франклем [4], К.Г. Гудерлеем [5] и др. В работе 

[6] получено приближенное околозвуковое уравнение для нестационарных 

течений, основная сложность исследования которого заключается в том, что 

даже в приближенной постановке указанная проблема является нелинейной. 

Дальнейшее развитие теория трансзвуковых течений получила в работах [7-13]. 

Нестационарные околозвуковые течения исследовались в работах [14-16], 

изучению течения в соплах Лаваля посвящены работы [1,7,8,11,12,15-19]. 

Примеры расчетов в соплах и при обтекании летательных аппаратов для 

установившихся и неустановившихся течений представлены в работах [1, 11, 

14–16, 19, 20]. На структуру течений газа в некоторых случаях существенное 

влияние оказывают вязкость и теплопроводность. Учет вязкости проводился в 

работах [21-24].  

Следует отметить, что линейная теория непригодна для трансзвуковых 

течений газа и для течений в окрестности ударных волн [8,21,25-29]. В 

частности, в окрестности ударных волн градиенты параметров не являются 

малыми, а имеют порядок единицы, что не позволяет учесть линейная теория. 

Так как трансзвуковое уравнение нелинейно, то представляет большой 

интерес вопрос отыскания точных частных решений. Эти решения необходимы 

для того, чтобы на основе примеров течений, построенных с их помощью, 

изучить характерные свойства околозвуковых течений, а также для проверки 

различных численных методов исследования трансзвуковых течений, в этом 

случае они являются тестирующими примерами. Задачам построения частных 

решений посвящены выше перечисленные работы, а также работы [30–32]. 

1. Линейная теория дозвукового и сверхзвукового движения газа.  
Безвихревые изоэнтропические течения идеального газа в декартовой 

системе координат описываются уравнениями 
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В (1), (2) ( )tzyx ,,,Φ  - потенциал скорости, x , y , z  – декартовы координаты, t  

– время, a  – скорость звука, ρ  – плотность, P  – давление, χ  – показатель 

адиабаты Пуассона, 0V  – скорость однородного потока, 0a , 0ρ , 0P  – значения 
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скорости звука, плотности и давления в однородном потоке, индексы снизу 

обозначают частные производные. 

Рассматривая малые возмущения однородного потока, 

распространяющегося со скоростью 0V  в направлении оси Ox , представим 

( )tzyx ,,,Φ  в виде 

 ( ) ( ) ...,,,),,(,,, 0 +++=Φ tzyxtzyxVtzyx εϕψ ,  1<<ε ,                (3) 

где функция ( )tzyx ,,,ϕ  определяет основное течение, а функция ),,( tzyψ  

задает поперечное возмущение. Подставляя (3) в (1) и оставляя члены порядка 

единицы и члены порядка ε , получим нелинейное уравнение для ),,( tzyψ  и 

линейное уравнение для ( )tzyx ,,,ϕ , которые не будем приводить вследствие их 

громоздкости. 

При 0≡ψ  уравнение линейной теории для ( )tzyx ,,,ϕ  принимает вид 

 ( ) 02 2
0

2
00 =++−++ zzyyxxxxxttt aVV ϕϕϕϕϕϕ .                      (4) 

В частности, в стационарном плоском случае будем иметь уравнение 

0)1( 2
0 =−− yyxxM ϕϕ ,   

0

0
0

a

V
M = . 

При 10 >M  имеем волновое уравнение (гиперболического типа), при 10 <M  – 

уравнение, приводящееся к уравнению Лапласа (эллиптического типа). 

Давление, согласно (2), при 0≡ψ  определяется по формуле 

( )xt VPP ϕϕερ 000 +−= . 

Выведем условие на обтекаемой поверхности, задав ее в виде 

 ( ) ( ) 0...,,,),(,,, 10 =++= tzyxfzyftzyxf  ε .                      (5) 

Подставляя (3) и (5) в точное условие непротекания  

tzzyyxx ffff −=Φ+Φ+Φ   

и оставляя старшие члены, при 0≡ψ  получим  

xtzzyy fVfff 10100 −−=+ϕϕ , 

где yϕ , zϕ , tf 1 , xf 1  вычисляются на цилиндрической поверхности 0),(0 =zyf . 

В плоском случае ( ) ),(,, 0 txwyytyxf ε−−=  ( ),(0 txwyy ε+= ), тогда условие 

непротекания запишется в виде 

xty wVwtyx 00 ),,( +=ϕ . 

Уравнение характеристик для (4) имеет вид 
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2. Асимптотические уравнения для сверхзвуковых течений с 
поперечным возмущением 

Введем асимптотическое разложение: 
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где ε  – малый параметр, 
0

0
0

a

V
M =  – число Маха. Подставляя (6) в (1), получим 

в первом приближении для функции ( )tzy ,,,0ξϕ  уравнение:  

 
( ) ( )[ ]

( ) .

21122

2
0

0
2
0

2
00

2
00 00000

ttzzyy

ytyt

a

VMMVaV

ψψψ

ϕβψψχϕχϕβϕ
ξξξξξ

−+=

=−−++++
     (7) 

В (7) функция ),,( tzyψ , являющаяся произвольной, позволяет учесть, 

например, боковое аэродинамическое воздействие на обтекаемое тело. 

Уравнение (7) описывает течение в окрестности ударной волны, мало 

отличающейся от характеристики const=ξ . В работе [29] разложение (6) 

используется для исправления линейной теории в окрестности головной 

ударной волны при обтекании профиля сверхзвуковым потоком газа. 

Условие на обтекаемой поверхности 

 ( ) ( ) ...,, 20
20 ++= εξ tzyzyy                                   (8) 

получим, подставляя (6), (8) в точное условие непротекания и оставляя члены 

старшего порядка: 

00200 ξξ
βϕψψ =−+ yVy zzy . 

Значения yψ , zψ , 0ξ
ϕ  вычисляются при ( )zyy 0= . Подставляя в условия 

Ренкина-Гюгонио разложение (6) и оставляя старшие члены, получим условия 

на фронте ударной волны ( )tzy ,,00 ξξ = : 
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В (9) ϕ  и *ϕ  соответствуют течению с разных сторон от ударной волны. Если в 

(9) положить *ϕϕ ≡ , то получим характеристическое уравнение для (7). 

Асимптотическую формулу для определения давления получим, 

подставляя (6) в (2), проводя разложение в ряд Тейлора и оставляя старшие по 

порядку члены: 
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3. Асимптотические уравнения для трансзвуковых течений с 
поперечным возмущением 

В цилиндрических безразмерных координатах x , r , θ  уравнения (1), (2) 

примут вид: 
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В формулах (10), (11) ( )trx ,,, θΦ , x , r , t , a , ρ , P  – безразмерные переменные, 

отнесенные соответственно к la0 , l , 
0a

l
, 0a , 0ρ , 0P  где l  – некоторый 

характерный размер, 00 Va = , параметры с индексом 0  соответствуют 

звуковому однородному потоку. Введем для ( )trx ,,, θΦ  асимптотическое 

разложение: 

 ( ) ( ) ...,,,,, 0030 +++=Φ trxtrx θϕεθεψ ,    0xx  ε= ,   01
tt

ε
= ,      (12) 

где ε  – малый параметр, функция ( )00 ,,, trx θϕ  определяет основное течение, а 

функция ( )0,, tr θψ  задает поперечное возмущение. Подставляя (12) в (10), (11) 

и оставляя члены старшего порядка, получим для функции ( )00 ,,, trx θϕ  

трансзвуковое уравнение: 
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В (13) введены обозначения: 
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Функция ( )0,, tr θψ  удовлетворяет уравнению Лапласа 0=∆ψ . Если 0≡ψ , то 

получим классическое трансзвуковое уравнение Линя-Рейсснера-Тзяна в 

цилиндрических координатах [6] 

 ( ) ,0
11

12
200000 =−−−++ θθϕϕϕϕϕχϕ

rr
rrrxxxtx

                   (14) 

переходящее для установившихся течений в уравнение смешанного типа 

Кармана-Фальковича [1,2]: ( ) 0
11

1
2000 =−−−+ θθϕϕϕϕϕχ

rr
rrrxxx

. В плоском 

случае (на плоскости годографа) это уравнение с помощью преобразования 

Лежандра приводится к линейному уравнению Трикоми. 
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Уравнение (13) описывает трансзвуковые течения газа, возникающие при 

воздействии на обтекаемое тело поперечного (по отношению к основному 

направлению движения, совпадающему с направлением оси x ) возмущения 

основного трансзвукового потока (для возмущающего поперечного течения – 

εθ ~,ΦΦ r , для основного течения – 3~, εθΦΦ r ). Для внутреннего обтекания, 

например для течений в соплах, таким возмущением может быть закрутка 

потока ( )( )θψ tΓ= . Для внешнего обтекания летательных аппаратов таким 

возмущением является, например, боковой, меняющий свою скорость с 

течением времени ветер ( ) ( )( )trtV αθψ += ∞ cos . 

В случае )/(cos 2 rRrV += ∞ θψ  получим асимптотическое уравнение, 

описывающее трансзвуковые течения, возникающие при обтекании тела, мало 

отличающегося от цилиндрического. 

Условия на фронте ударной волны ),,( 000 trxx θ=  получим из условий 

Ренкина-Гюгонио, подставляя в них разложение (12) и оставляя члены 

старшего порядка 
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Здесь ϕ  и *ϕ  соответствуют течению с разных сторон от ударной волны. Если 

в (15) положить *ϕϕ ≡ , то получим характеристическое уравнение для (13). 

Выведем условия на обтекаемой поверхности, мало отличающейся от 

цилиндрической, задав ее в виде: 

 ( ) ( ) ...,, 400
20 ++= εθθ txrrr                                (16) 

Подставляя (12) и (16) в точное условие непротекания 

trxx rrrr =Φ−Φ+Φ− −
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2  и оставляя старшие члены, получим: 
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Значения rϕ , θϕ , rψ , θψ  в (17) вычисляются при ( )θ0rr = . 

Уравнение звуковой поверхности ( 22 aV = ) в трансзвуковом приближении 

принимает вид: 
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Для стационарных течений ( )0/ =∂∂ t  уравнение (13) имеет смешанный тип. 

Тогда звуковая поверхность 0=N  является поверхностью параболичности 

уравнения (13), при этом в сверхзвуковой области (области гиперболичности) 

0>N , в дозвуковой области (области эллиптичности) 0<N . 
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Подставляя (12) в выражение для давления (11), проводя разложение в ряд 

Тейлора и оставляя старшие по порядку члены, получим асимптотическую 

формулу для определения давления: 

                              





 +++−= 2

2

22

2

1

2

1
1 00 θψψϕψχε

r
P rxt

.  

Для уравнения (13) построены некоторые классы точных частных 

решений. В случае стационарного течения можно задать 

∑
∞

=

+=
1

)sincos(
n

nnnn BAr n θλθλψ λ
, где nA , nB  – произвольные константы. При 

0<nλ  решение можно применять для описания течений, возникающих при 

внешнем обтекании, при 0>nλ  решение можно использовать для описания 

течений в каналах. 

Уравнение (13) имеет решение полиномиального вида (индекс ноль у 

переменных x , t  будем здесь и далее опускать) 

( )∑
=

=
3

0

,,
k

k
k xtr θϕϕ . 

Также уравнение (13) для нестационарных течений имеет автомодельные 

решения 

),( ηζψψ βt= ,  ),,(12 ηζξϕϕ β −= t ,  βξ
t

x
= ,  

2/)1( += βζ
t

r
,  tlnαθη += , 

где α , β  – произвольные числа. Для стационарных течений уравнение (13) 

допускает класс автомодельных решений 

)(θψψ βr= ,  ),(23 θξϕϕ β −= r ,  βξ
r

x
= , 

где β  – произвольное число. Переход к автомодельным переменным позволяет 

уменьшить число независимых переменных от четырех до трех в 

нестационарном случае и от трех до двух в стационарном случае. 

Для течений в неограниченной области решения должны удовлетворять 

условиям затухания возмущений вдали от тела (на бесконечности), например, 

при ∞→r . Решение для случаев θψ Γ= , rQ ln=ψ , обладающее свойствами: 

xV , rV , 0→θV  при ∞→r  (где xxV ϕ=)( , rrV ϕ=)( , θθ ϕ
r

V
1

)( =  – проекции 

вектора скорости) запишется в виде 

( ) ( )θθϕ ,, 2 rgrxf += − ,         0=∆g . 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Ульяновской области 

(проекты № 18-41-730015, №19-41-730006). 
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