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Аннотация. В работе приведены уравнения движения в перемещениях чувствительного 

элемента наноэлектромеханического датчика в виде круглой ортотропной размерно-

зависимой нано-пластины. Наноэлектромеханические датчики являются логическим 

продолжением развития  микроэлекромеханических датчиков в сторону уменьшения размеров 

компонентов датчика. Чувствительный элемент рассматривался как круглая пластина 

пластина, находящаяся под действием распределенной силы. При выводе уравнений 

использовалась динамическая версия принципа виртуальных перемещений,  теория 

ламинированных композитных пластин и оболочек третьего порядка и модифицированная 

теория парных напряжений.  

Ключевые слова: наноэлектромеханические системы, математическая модель, круглая 

пластина, элементы датчиков, размерно-зависимые объекты, модифицированная теория 

http://mathmod.esrae.ru/
http://mathmod.esrae.ru/31-118
mailto:marina@barulina.ru
mailto:marina@barulina.ru


Математическое моделирование, компьютерный и натурный   2020, №3 

эксперимент в естественных науках  http://mathmod.esrae.ru/             ISSN 2541-9269 

 

парных напряжений 

 

Abstract. The article presents the equations of motion in the displacements of the round sensing 

element of a nanoelectromechanical sensor. The round sensing element was considered as a circular 

orthotropic size-dependent nano-plate under a distributed force applied to the top face of the plate. 

Nanoelectromechanical sensors are a logical stage of the evolution of microelectromechanical sensors 

towards reducing the size of sensor components. The equations were derived using a dynamic version 

of the principle of virtual displacements, the third-order theory of laminated composite plates and 

shells, and the modified couple stress theory. 

 

Keywords: nanoelectromechanical systems, mathematical model, round plate, sensor 

elements, size-dependent objects, the modified couple stress theory 

 

Введение 

Нанотехнологии –относительно молодая область фундаментальной и 

прикладной науки, появление и успешное развитие которой в большой степени 

обусловили фундаментальные достижения в физике, материаловедении, 

биохимии, неклассической механике, сделанные еще в начале XX века. К 

настоящему времени нанотехнологии получили признание как один из 

приоритетов в развитии науки и технологии во многих странах. Одними из 

приоритетных направлений развития нанотехнологий являются создание 

компактных устройств нового поколения и разработка средств и 

математического обеспечения для компьютерного моделирования 

наноматериалов, наноустройств и нанотехнологий [1-4]. Такое внимание к 

наноустройствам вообще и нанодатчикам в частности обусловлено 

потенциальной возможностью создания на их основе систем, отличающихся 

сверхмалыми массогабаритными характеристиками и низким 

энергопотреблением. Такие системы были бы востребованы при разработке 

микро- и нанодронов, сверхмалых систем навигации или их подсистем, 

портативных звуко-, тепло-, газо-анализаторов, и т.д.  

Под нанодатчиками понимаются устройства, компоненты которых не 

превышают 10 нм [5]. 

К настоящему времени создано и запатентовано большое количество 

различных видов нанодатчиков [6-9].  

В работе [6] описывается нанодатчик, способный измерить вес одной 

молекулы. Нанодатчик представляет собой резонатор в виде консольной 

нанобалки (рис. 1а). Принцип действия этого нанодатчика основан на изменении 

собственной частоты нанобалки, когда на ней находится молекула другого 

вещества. По сдвигу частот можно судить о весе частицы на резонаторе (рис 1б).  
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Рис. 1. Электронная микрофотография чувствительного элемента нанодатчика с частицами 

вируса вакцины от оспы (а); сдвиг частот в 60 кГц консольной нанобалки при наличии частицы 

вируса массой 5–8 фгр и без. Длина нанобалки 3.6 мкм, ширина 1.1 мкм 

 

Наноэлектромеханический датчик (НЭМС) для масс-спектроскопии 

объектов размером с молекулу был запатентован исследователями из 

Калифорнийского технического университета [7]. Устройство представляет 

собой систему из Микрофлюидная система доставки и ионизации образца, 

NEMS резонатора и NEMS детектора (рис 2). Принцип действия этого датчика 

также основан на измерении сдвига собственных частот нанорезонатора при 

попадании на него объекта молекулярного размера. 

 

 
Рис. 2. НЭМС для масс-спектроскопии объектов размером с молекулу 

 

В работе [8] описывается опыт разработки нанодатчика света. Нанодатчик 

представляет собой прямоугольную пластину (рис. 3а), сопротивление которой 

меняется при попадании на нее пучка лазера (рис 3б).  
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Рис. 3. Конструктивная схема оптического датчика (а) и изменение его сопротивления в 

зависимости от наличия 532 нм пучка лазера (б) 

 

В формате нанодатчиков могут быть созданы чувствительные элементы, 

предназначенные для закрепления на теле пациента. Такие нанодатчики могут 

осуществлять мониторинг давления или температуры человека, следить за его 

дыханием человека (рис.4) и т.д. [9].  

 
Рис. 4. Процесс производства (a) датчика давления из карбонизированной мембраны из 

шелкового нановолокна; демонстрация прозрачности (b) и гибкости (с)  датчика; фотография 

датчика в масшабе 100 мкм (d) и 1 мкм (e); реакция датчика на пульс при установке на запястье 

(h) и шее (i)  

 

Анализ литературы и патентов [6-11], посвященных разработке и 

исследованию нанодатчиков, показал, что наиболее распространенными форм 

факторами чувствительных элементов нанодатчиков являются балки и круглые 

и прямоугольные пластины. При этом существует довольно большое количество 

работ, посвященных изучению динамики нанобалок и нанопластин, например 

[12-19], в которых учитываются размерные эффекты, то есть эффекты, 

возникающие именно из-за нано размеров компонентов. К таким эффектам 

относятся, например, квантовые эффекты, анизотропность материала и 

необходимость учета его неоднородности. Но ряд вопросов к настоящему 

времени не были решены. Так к настоящему времени не было создано 
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математической модели круглой пластины, учитывающей как размерные, так и 

нелинейные эффекты. В данной работе восполняется этот пробел. 
 

Постановка задачи 

Рассмотрим круглую ортотропную нанопластину толщиной h (Рис. 5), 

находящуюся под действием распределенной нагрузки, приложенной на 

верхнюю грань пластины (z = - h 2⁄ ). Начало системы координат положим в 

центре срединной поверхности нанопластины. Соответствующие декартова и 

цилиндрическая системы координат приведены на рис. 5. Положительное 

направление оси z – вниз от срединной плоскости по толщине пластины. Таким 

образом, координаты произвольной точки срединной плоскости имеют вид (r, ϕ, 

0). Плотность 0  пластины принимаем однородной, не изменяющейся по 

толщине или длине пластины. 

 
Рис. 5. Нанопластина с системой координат и приложенной нагрузкой 

 

Ранее в [19] с помощь вариационного принципа Гамильтона были 

получены уравнения прямоугольной размерно-зависимой пластины с 

применением теории пластин третьего порядка. В представляемой работе были 

использованы основные соотношения и уравнения, полученные в [19], при этом 

переменные были приведены к безразмерному виду согласно формулам:  

, 1,2,3i
i

u
u i

h
  , 

где iu - компоненты вектора перемещения произвольной точки 

нанопластины, определяющиеся согласно теории пластин третьего порядка 

следующими выражениями в декартовой системе координат [20]: 

x1 

x2 

x3 
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𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = 𝑢0(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝑥3𝜙1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) −
4

3ℎ2
𝑥3
3 (𝜙1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) +

𝜕𝑤0(𝑥1,𝑥2,𝑡)

𝜕𝑥1
), 

      𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = 𝑣0(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝑥3𝜙2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) −
4

3ℎ2
𝑥3
3 (𝜙2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) +

𝜕𝑤0(𝑥1,𝑥2,𝑡)

𝜕𝑥2
), 

𝑢3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = 𝑤0(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 

где (𝑢0, 𝑣0, 𝑤0) – компоненты вектора перемещения точки срединной 

поверхности по координатным осям (𝑥1,𝑥2, 𝑥3), 𝜙1 и 𝜙2 – углы поворота 

поперечного сечения пластины, к которому принадлежит точка P, относительно 

осей 𝑥2 и 𝑥1, соответственно.  

 

Система уравнений в перемещениях 

Используя приведенные выше соотношения для компонентов вектора и 

используя подход к построению систем уравнений движения нанопластины, 

описанной в [20], получим следующие пять уравнений динамики ортотропной 

круглой пластины в перемещениях относительно безразмерных переменных �̅�0, 

�̅�0, �̅�0, �̅�1 и �̅�2  в цилиндрической системе координат (для краткости записи 

черта над переменными далее опущена): 

Первое уравнение 
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Второе уравнение 
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Третье уравнение 
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            , 

где (𝐶𝑖𝑗) – коэффициенты тензора упругих постоянных, 𝜉𝑖 = 𝑙𝑖𝐶𝑖𝑖, 𝑙𝑖  - размерно 

зависимый параметр материала, (𝑢0, 𝑣0, 𝑤0) – компоненты вектора перемещения 

точки срединной поверхности по координатным осям (𝑥1,𝑥2, 𝑥3) декартовой 

системы 1 2 3cos , sin ,x r x r x z     , 𝜙1 и 𝜙2 – углы поворота поперечного 

сечения пластины, к которому принадлежит точка P, относительно осей 𝑥2 и 𝑥1, 

соответственно. Все приведенные параметры соответствуют [19]. 

Заключение 

В работе получены уравнения движения в перемещениях круглой 

ортотропной пластины на основе теории изгиба пластин третьего порядка. 

Полученные в работе уравнения движения позволят изучить динамику 

чувствительных элементов нанодатчиков с учетом наноразмерных эффектов и 

ортотропности материала, что в свою очередь может приблизить создание и 

широкое распространение НЭМС датчиков. 

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ, проект 19-08-

00807  
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