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Аннотация. В данной статье исследуются продольные волны деформации в физически 

нелинейных соосных упругих оболочках, содержащих вязкую несжимаемую жидкость, как 

между ними, так и во внутренней оболочке. Учтено влияние окружающей внешнюю 

оболочку среды на амплитуду и скорость волны. 

Невозможно исследовать модели волн деформаций методами качественного анализа в 

случае заполнения внутренней оболочки вязкой несжимаемой жидкостью и при учете 

окружающей внешнюю оболочку упругой среды. Это приводит к необходимости 

применения численных методов. 

Наличие влияния инерции движения жидкости во внутренней оболочке приводит к 

уменьшению скорости волн деформации, а наличие окружающей внешнюю оболочку 

упругой среды приводят к увеличению скорости. Вязкостное напряжение жидкости во 

внутренней оболочке приводит к уменьшению амплитуд волн. 

Ключевые слова: нелинейные волны, упругие цилиндрические оболочки, вязкая 

несжимаемая жидкость 

 

Abstract. This article studies longitudinal strain waves in physically nonlinear coaxial elastic 

shells containing a viscous incompressible fluid, both between them and in the inner shell. The 

influence of the environment surrounding the outer shell on the wave amplitude and speed is taken 

into account. 

It is impossible to investigate deformation wave models by the methods of qualitative analysis 

in the case of filling the inner shell with a viscous incompressible fluid and taking into account the 

elastic medium surrounding the outer shell. This leads to the need of applying numerical methods. 

The presence of the influence of the inertia of fluid motion in the inner shell leads to the 

decrease of the velocity of deformation waves, and the presence of the elastic medium surrounding 

the outer shell leads to the increase in the velocity. The viscous stress of the liquid in the inner shell 

leads to the decrease of the wave amplitudes. 

Keywords: non-linear waves, elastic cylinder shell, viscous incompressible liquid 

 

1. Введение 
 

Исследование волнового процесса в упругих оболочках применяется, 

например, для диагностики трубопровода. Такие исследования солитонов 

проводились в [1-6]. Однако, в приведенных исследованиях не рассматривалось 

возникновение волновых эффектов в упругих элементах конструкции, 

взаимодействующих с вязкой несжимаемой жидкостью.  

Распространение волн деформации в двух соосных нелинейных 

оболочках, заполненных вязкой несжимаемой жидкостью рассмотрено в [7]. С 

помощью вычислительного эксперимента установлено, что через слой 

жидкости между оболочками происходит обмен энергией между ними. 

Инерция движения жидкости между оболочками и во внутренней оболочке 

приводит к уменьшению скорости волны. Вязкое трение во внутренней 

оболочке приводит к падению амплитуд волн. В представленной работе 

исследуется влияние окружающей внешнюю оболочку упругой среды. 
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2. Определяющие и разрешающие соотношения физически нелинейной 
теории оболочек 

 
Деформационная теория пластичности связывает компоненты тензора 

напряжений xσ , Θσ  с компонентами тензора деформаций xε , Θε  и квадратом 

интенсивности деформаций èε  [7]. 
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где E – модуль Юнга; m – константа материала, определяемая из опытов на 

растяжение или сжатие; 0µ - коэффициент Пуассона материала оболочки.  

Рассмотрим осесимметричные соосные цилиндрические оболочки. 

Обозначим: R
(i)

 – радиусы срединных поверхностей; 
)(

0
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h – толщины оболочки; 
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(i)

 - прогиб, направленный к центру 

кривизны (i=1 для внешней, i=2 для внутренней оболочек). 
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Учитывая (1) – (3) уравнения динамики соосных упругих оболочек, 

внешняя из которых окружена упругой средой с коэффициентом постели k1 

запишется в виде 
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где t – время; 
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iρ - плотность материала оболочки; )(i

xq , qn - напряжения 

со стороны жидкости, находящейся внутри кольцевого сечения; i=1 для 

внешней оболочки, i=2 для внутренней оболочки, xq~ , nq~  - напряжения со 

стороны жидкости,находящейся во внутренней оболочке.  

 
3. Асимптотический метод исследования уравнений оболочек с 
жидкостью 
 

Для волновых задач оболочку считаем бесконечной. Для продольных 

волн в оболочке вводятся безразмерные переменные и безразмерные 

параметры. Принимаем за характерную длину l  – длину волны, а um, wm – 
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где ε - малый параметр задачи. 
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Зависимые переменные представим в виде асимптотического разложения 

...
)(

11
)(

10
)(

1 ++= iii
uuu ε , ...

)(
31

)(
30

)(
3 ++= iii

uuu ε               (9) 

Получим систему уравнений, подставив (9) в (8), оставляя члены порядка 
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Из этой системы получаем 
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Полученное уравнение есть обобщенное модифицированное уравнение 

Кортевега – де Вриза (МКдВ) для 
ξ∂

∂ )(
10

i
u

.  

В случае отсутствия жидкости правая часть уравнения равна нулю и 

получается модифицированное уравнение Кортевега-де Вриза (МКдВ). Надо 

определить правую часть, решая уравнения гидродинамики. 
 
4. Исследование напряжений действующих на оболочку со стороны 
находящейся внутри жидкости 

 

Рассмотрим две соосные бесконечно длинные упругие оболочки на 

рисунке 1, внутри которых находится вязкая несжимаемая жидкость. Ширина 

щели, занимаемой жидкостью δ , радиус срединной поверхности оболочки R ; 
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h
RR −  - внутренний радиус внешней оболочки; 

2
=

(2)
0(2)

2

h
RR +  - 

внешний радиус внутренней оболочки; 
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внутренней оболочки,  

 



Математическое моделирование, компьютерный и натурный   2020, №4 
эксперимент в естественных науках  http://mathmod.esrae.ru/             ISSN 2541-9269 

 

 
Рис.1. Упругие бесконечно длинные соосные цилиндрические оболочки 
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На границе оболочек и жидкости на рис. 1 при )(= i
i WRr −  выполняются 

условия прилипания жидкости  
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здесь t  - время; r , x  - цилиндрические координаты; rV , xV  - проекции на оси 

цилиндрической системы координат вектора скорости; p  - давление в 

жидкости; ρ  - плотность жидкости; ν  - кинематический коэффициент 

вязкости. 

Напряжения со стороны слоя жидкости определяются формулами  

 

x

V
pP

x

V

r

V
P

r

V
pP

W

incosPnncosPq

W

incosPnncosPq

x
xx

rx
rx

r
rr

i

i
Rr

i
xxr

i
rxx

i

i
Rr

i
rxr

i
rrn

∂
∂

+−







∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+−

−



























−+














−−

−



























−+














−

ρνρνρν 2=;=;2=

^

,

^

,=

^

,

^

,=

)(
=

)()(

)(
=

)()(

 (15) 



Математическое моделирование, компьютерный и натурный   2020, №4 
эксперимент в естественных науках  http://mathmod.esrae.ru/             ISSN 2541-9269 

 

Здесь ( )in  - нормаль к срединной поверхности i -ой оболочки, rn , Θn , i  - 

орты базиса ( )xr ,,Θ  цилиндрической системы координат, центр которой 
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Согласно результатам работы [8] в кольцевом сечении найдем 

выражение, входящие в правую часть уравнений (12). 
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 Для второго уравнения имеем  
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В круговом сечении учитывая (11) при RRR == (2)
3  в силу малости 
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5. Уравнения динамики соосных оболочек 

 

Система уравнений с учетом найденных правых частей становится такой 



Математическое моделирование, компьютерный и натурный   2020, №4 
эксперимент в естественных науках  http://mathmod.esrae.ru/             ISSN 2541-9269 

 

( ) +
∂

∂














∂

∂
++−







+
∂∂

∂
2

)1(
10

2
2

)1(
102

01021
2
0

2)1(
10

2

12
ξξ

µµµµµµ
ετξ

uu

l

u

E

mu m  

=
∂

∂

−
+

∂

∂−
+

2

)(
10

2
0

2
0

2
0

14

)1(
10

42
0

2
0

2

2
1

122

11

ξεµ

µ

ξ

µµ

ε

i
u

R

h
k

u

l

R
 





−








−−−

−
−=

R
uu

lwc

l

R

chu

l m

m 0

(2)
30

(1)
30

2
03

0
02

000

2

2
0

2

1
1)[(112

12

1

µ
δ

µ
δ

ρν
µ

ρεµ
 













 −
∂

∂
−

∂

∂
−−

R

uu

0

(2)
30

(1)
302

0
12

1
1)(1eR

~

10

1

µ
δ

ξξ
µ  

( ) +
∂

∂














∂

∂
++−







+
∂∂

∂
2

)2(
10

2
2

)2(
102

01021
2
0

2)2(
10

2

12
ξξ

µµµµµµ
ετξ

uu

l

u

E

mu m        (19) 

( )2 2 242
0 0 10

2 4

11

2

uR

l

µ µ
ε ξ

− ∂
+ =

∂
 











−








−−−

−
−=

0

(1)
30

(2)
30

2
03

0
02

000

2

2
0

2

1
1)(112

12

1

µ
δ

µ
δ

ρν
µ

ρεµ
uu

lwc

l

R

chu

l m

m

 

[ ] −
∂

∂
−−+














−

∂

∂
−

∂

∂
−−

ξ
µµρ

ν
µ
δ

ξξ
µ

(2)
102

0
2
0

2
0

00

(1)
30

(2)
302

0 2114~
~

12

1
1)(1eR

~

10

1 u

l

u
c

RcR

uu m







∂

∂
+−−−

2

(2)
10

2
2
0

2
0

2
0

2
0 ]12)2)[(1(1

6

1~

ξ
µµµρ

u

l

u
c

l

R m  

Можно также ввести обозначения 
(1)

3
(1)
10 = φξ cu , (2)

3
(2)
10 = φξ cu , ξη 1= c , 

τ2= ct , где  
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Далее положим  
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и получаем систему уравнений  

 
( )
( ) 0.=6

0,=6
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(22) 

Система уравнений (22) при отсутствии жидкости распадается на два 

независимых уравнения. Первое уравнение 

0=6 (1)
4

(1)(1)2(1)(1)
ηηηηη φσφφφφ +++t  

имеет точное решение  

( )( ).4cosh
=
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tkkk
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+−  

Второе уравнение 

0=6 (2)(2)2(2)(2)
ηηηη φφφφ ++t

 имеет точное решение  

( ).4cosh
=

3

(2)

tkk

k

−η
φ

                                       

(23)

 

Из решений видно, что фазовые скорости 4
24 σ+k  и 24k  положительные 

и скорости волн сверхзвуковые. Окружающая упругая среда ( 04 >σ ) 

увеличивает скорость этой волны во внешней оболочке. 

При наличии жидкости требуется численное решение системы уравнений 

(22) с начальным условием при t=0, например  

( ) ( ),cosh=,cosh= 1(2)1(1) ηφηφ kkkk −−  

или  

( ) 0=,cosh= (2)1(1) φηφ kk −  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

При отсутствии влияния жидкости во внутренней оболочке и 

окружающей внешнюю оболочку среды система уравнений становится 

симметричной, имеющей точное решение (23), описывающее поведение 

солитонов в обеих оболочках. Этот результат адекватен полученному 

численному решению [7]. 

При наличии жидкости во внутренней оболочке и упругой среды, 

окружающей внешнюю оболочку требуется проведение численного решения. 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ 19-01-00014а. 
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