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Аннотация. Исследован вопрос влияния параметров размернозависимого 

чувствительного элемента микромеханического гироскопа на его эксплуатационные 

характеристики. Построена модель нестационарной деформации плоского чувствительного 

элемента микромеханического гироскопа как размернозависимой ортотропной 

прямоугольной тонкой пластины с использованием теории деформации пластин третьего 

порядка и новой модифицированной теории упругости. Получено аналитическое решение 

задачи о собственных колебаниях такого чувствительного элемента. Оценено влияние 

размерно-зависимых параметров на динамическую настройку гироскопа и, как следствие, его 
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эксплуатационные характеристики. 

Ключевые слова: микромеханические гироскопы, колебания, размернозависимая 

пластина,  чувствительный элемент, неклассическая теория упругости 

 

Abstract. The impact of parameters of the micromechanical gyroscope size-dependent sensing 

element on its performance characteristics has been studied. A mathematical model of a non-

stationary deformation of a micromechanical gyroscope sensing element as a size-dependent 

orthotropic rectangular thin plate is constructed using the third order plate deformation theory and the 

modified theory of elasticity. An analytical solution of the natural oscillations' problem for such 

sensing element is obtained. The effect of size-dependent parameters on the dynamic tuning of the 

gyroscope and, as a result, its operational characteristics is estimated. 

Keywords: micromechanical gyroscopes, oscillations, size-dependent plate, sensitive element, 

non-classical theory of elasticity 

 

Введение 

Тенденция к уменьшению размеров микромеханических гироскопов и, как 

следствие, их компонентов привела к необходимости адаптации классических 
теорий упругости к изучению динамической и статической деформации 

объектов, эффективные размеры которых уже предполагают необходимость 

учета неоднородности их материала. К настоящему времени не выработано 

единого мнения, какие размеры требуют использования неклассических теорий 
упругости, но большинство публикаций посвящено рассмотрению объектов, 

эффективные размеры которых лежат в пределе от 20 от 300 нм [1-3]. Так как 

уже существуют патенты на микромеханические датчики [4, 5], в которых 

чувствительные элементы имеют подобные размеры, то задача оценки степени 
влияния значений размерно-зависимых параметров чувствительных элементов 

на эксплуатационные характеристики этих датчиков. 

 
Математическая модель 

Рассмотрим чувствительный элемент в виде плоской прямой ортотропной 

пластины высоты h и плотности ρ. На верхнюю грань приложена распределенная 

нестационарная нагрузка q(t, x1, x2). Система координат показана на рис. 1.  

 
Рис.1. Чувствительный элемент в виде прямой ортотропной пластины 
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Авторами ранее [6, 7] были получены уравнения движения такой пластины 

и построено аналитическое решение в случае свободно опертой пластины в виде 

двойного ряда Фурье: 

𝑢0 = ∑ ∑ 𝑈𝑛𝑚

∞
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где 𝑢0, 𝑣0, 𝑤0 – перемещения точек срединной поверхности ЧЭ в направлении 

осей x1, x2, x3 соответственно, 𝜙1, 𝜙2 – углы поворота поперечного сечения ЧЭ 

относительно осей x2, x1.  

Собственные частоты такого ЧЭ будут находиться в результате решения 
матричного уравнения [6]: 

(𝑆𝑐𝑙 + 𝑆𝑛𝑐𝑙 − 𝜔𝑛𝑚
2 𝑀𝑐𝑙)𝑉(0) = 0, (1) 

где 𝑆𝑐𝑙 ,   𝑆𝑛𝑐𝑙 – классическая и неклассические матрицы; 𝑀𝑐𝑙 – классическая 

часть матрицы кинетической энергии; 𝑉(0) = (𝑈𝑛𝑚
0  𝑉𝑛𝑚

0  𝑊𝑛𝑚
0  𝛹1𝑛𝑚

0  𝛹2𝑛𝑚
0  )𝑇 – 

вектор, компоненты которого определяют моды колебаний: 

𝑈𝑛𝑚(𝑡) = 𝑈𝑛𝑚
0 (𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡 𝑉𝑛𝑚(𝑡) = 𝑉𝑛𝑚

0 (𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡 𝑊𝑛𝑚(𝑡) = 𝑊𝑛𝑚
0 (𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡

𝛹1𝑛𝑚(𝑡) = 𝛹1𝑛𝑚
0 (𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡 𝛹2𝑛𝑚(𝑡) = 𝛹2𝑛𝑚

0 (𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡
 

 
Численное моделирование 

Собственные частоты 𝜔𝑛𝑚, 𝑀𝐻𝑧, ЧЭ как ортотропной свободно опертой 

пластины при различных  𝑙3    показаны ниже: 

 𝑛 = 1, 𝑚 = 1 𝑛 = 2, 𝑚 = 1 𝑛 = 1, 𝑚 = 2 𝑛 = 3, 𝑚 = 1 𝑛 = 1, 𝑚 = 3 

 𝑙3 = 0 

𝑈𝑛𝑚
0  24.5899 46.9845 45.8241 60.4056 67.8134 

𝑉𝑛𝑚
0  36.4089 30.8675 66.2657 39.5176 97.4348 

𝑊𝑛𝑚
0  1.8347 2.9847 6.0927 4.8641 12.9882 

𝛹1𝑛𝑚
0  429.3768 429.8315 434.1927 383.8177 442.0127 

𝛹2𝑛𝑚
0  380.1515 381.5337 382.0927 430.5897 385.324 

      

 𝑙3 = 0.5 ℎ−1 

𝑈𝑛𝑚
0  26.9187 46.991 55.6388 96.1344 60.4119 

𝑉𝑛𝑚
0  36.416 34.2557 66.2907 97.8944 46.3156 

𝑊𝑛𝑚
0  1.8347 2.9848 6.0929 12.9888 4.8644 

𝛹1𝑛𝑚
0  408.2234 398.1097 430.1253 440.7786 395.8134 

𝛹2𝑛𝑚
0  448.2819 465.1479 494.6417 599.3565 498.6406 
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Как известно, в режим функционирования ЧЭ микромеханических гироскопов 

должен работают на резонансе [8]. При этом отношение текущей кинетической 

энергии ЧЭ к максимально возможной зависит от комбинации рабочей частоты 

вынужденных колебаний 𝜔 , собственной частоты 𝜔0 и логарифмического 

декремента затухания: 
𝑇

𝑇𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + (
1
𝜂

− 𝜂)
2

(
𝜗
𝜋

)
2

⁄

 

где 𝜗 = 2𝜋
𝜉

𝜔0
 – логарифмический декремент затухания, 𝜉 – коэффициент, 

линейно зависящий от углового или линейного коэффициента демпфирования 

подвесов ЧЭ; 𝜂 =
𝜔

𝜔0
 – расстройка частот. 

Допустим, рассматриваемый ЧЭ работает на угловые вынужденные 
колебания. Тогда, согласно Таблице 1, собственная частота угловых колебаний 

упала с 429.3768 𝑀𝐻𝑧 до  408.2234 𝑀𝐻𝑧 (то есть уменьшилась на 4.9%). Также 

предположим, что логарифмический декремент затухания равен 0.01. 
Тогда, согласно приведенной формуле, получим: 

𝑇

𝑇𝑚𝑎𝑥
=

1

1.009 ∙ 103
 

Таким образом, уменьшение частоты собственных колебаний на 5% привело 
к уменьшению кинетической энергии ЧЭ в 1000 раз. Поэтому учет 

размернозависимых параметров необходим при резонансной настройке 

микромеханических гироскопов. 

 
Вывод 

В работе был исследован вопрос влияния параметров размернозависимого 

чувствительного элемента микромеханического гироскопа на его 
эксплуатационные характеристики.  Было показано, что учет 

размернозависимых параметров может привести к существенной корректировке 

значений собственных частот ЧЭ. При это изменение собственной частоты даже 

на 5% приводит к уменьшению кинетической энергии ЧЭ в 1000 раз, и 
следовательно, уходу колебаний ЧЭ от резонансных, что делает не возможным 

дальнейшей эксплуатации гироскопа без дополнительной корректировки и 

настройки на новый резонанс. Таким образом, резонансную настройку гироскопа 

следует проводить на скорректированных значениях собственных частот 
размерно зависимого гироскопа.   
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