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Аннотация. В дополнение дифференциальным уравнениям, выделяются дисперси-

онные уравнения (𝐷(𝑢; 𝑧) = 0) междисциплинарной общей теории волн механики и элек-

тродинамики, как единый раздел теоретической и математической физики. В основе мето-

да – положения комплексного анализа, неявных функций, геометрии кривых и индукции  

(обобщений). Анализируются простые и кратные корни 𝐷(𝑢; 𝑧): дву-, 4-ёх-, бидву-

кратные, нулевые и др. и соотв. особенности функций и кривых. Наиболее востребованы 

вещественные корни и бегущие моды. Дана классификация дисперсионных уравнений, 

функций и кривых. Формулировки о дисперсионных объектах обобщаются на широкий 

класс произвольных функций. Достижима редукция сколь угодно сложной функции 

𝜑(𝑢; 𝑧) и её нуля 𝑢𝑛(𝑧) к полиномам низких степеней. Анализируются дуги, перегибы, 

извилины, кресты (пересечения), петли, звёзды, овалы, пики (заострения) и другие сингу-

лярные точки и фигуры плоских кривых . Наивысшая, «отрицательная» дисперсия прису-

ща обратным волнам, обладающим широким спектром фундаментальных явлений. Про-

блема условий излучения в краевых задачах сводится к определению частотных спектров 

обратных волн. 

Ключевые слова: теория волн, дисперсионные уравнения и кривые, кратные корни, 

сингулярные фигуры плоских кривых. 

 

Abstract. In addition to differential equations, dispersion equations (𝐷(𝑢; 𝑧) = 0) of the 

interdisciplinary general wave theory of mechanics and electrodynamics are singled out as a sin-

gle section of theoretical and mathematical physics. The method is based on the provisions of 

complex analysis, implicit functions, geometry of curves and induction (generalizations). Simple 

and multiple roots 𝐷(𝑢; 𝑧) are analyzed: two-, 4-ex-, bid-two-fold, zero, etc. corresponding sin-
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gularities of functions and curves. Real roots and running modes are most in demand. A classifi-

cation of dispersion equations, functions and curves is given. Formulations about dispersive ob-

jects are generalized to a wide class of arbitrary functions. Reduction of an arbitrarily complex 

function 𝜑(𝑢; 𝑧) and its zero 𝑢𝑛(𝑧) to low degree polynomials is achievable. Arcs, inflections, 

wriggle, crosses (intersections), loops, stars, ovals, peaks (sharpening) and other singular points 

and figures of plane curves are analyzed. The highest, "negative" dispersion is inherent in back-

ward waves, which have a wide range of fundamental phenomena. The problem of radiation 

conditions in boundary value problems is reduced to determining the frequency spectra of back-

ward waves.  

Keywords: theory of wave, dispersion equations and curves, multiple roots, singular fig-

ures of plane curves. 

 

1. ВЕДЕНИЕ 

 

1.1. Дисперсионные уравнения и диспергирующие линейные волны. 

Теория волн – фундаментальная и прикладная, многопрофильная и междис-
циплинарная, весьма актуальная научно-технологическая отрасль , мощно 

развивающаяся в ряде областей современной механики и электродинамики. 

Большинство волновых процессов обладают дисперсией – сложной, транс-

цендентной зависимостью волнового числа 𝜎(𝑣) от частоты v. (В отл. от ве-

роятностной дисперсии в математической статистике, которая также свой-

ственна волновым, случайным и квантовым процессам, не рассматриваемым 

в данной работе). Лишь в упрощённых и приближённых моделях дисперсией 

пренебрегают, 𝜎/𝑣 ≈ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Фундаментальные положения теории диспергирующих волн отражены в 

ряде отечественных изданий, фолиантов и учебников, особенно советского 
периода. Понятие дисперсионного уравнения (ДУ), иногда говорят характе-

ристического, давно бытует в физике и математике, по меньшей мере, со 

второй пол. 20-го в. [1–9 и мн. др.]. Термин же дисперсионная функция, для 

левой части ДУ, 𝐷(𝜎; 𝑣), очевидно, идёт от Дж. Уизема (G. B. Whitham), 1973 

[2, с. 378]. Вместе с тем, дисперсионной уместно называть и функцию σn(v), 

кривая которой (ДК) наиболее востребована в теории волн и технологий. 
Также был предложен термин дисперсивные волны как синоним дисперги-

рующих – Рущицкий Я. Я. [5, 1997г]. В качестве характерных примеров на 

рис. 1 приведены дисперсионные кривые из гидродинамики и теории волно-

водов, вкл. обратноволновые моды. Рис. 1а по данным [8, сс. 227, 240, рис. 
11.7] (периоды колебаний без масштаба). Рис. 1б – по [9, с. 119, рис. 3.6.5]: 

прямая жирно 𝑘 = /𝐶,  С – скорость света, 5 и 8 (50, 80ГГц) – соотв. плаз-

менная и циклотронная частоты, задающие сингулярный участок, вкл. ≈(7–

10) с обратноволновыми модами с 𝜕/𝜕𝑘 < 0; k и σ – волновое и приведён-

ное (безразмерное) волновое числа. На рис. 1а конечный спектр нескольких 

волн, на б бесконечный счётный многомодовый. Что и весьма типично для, 
соответственно, безграничных сред различной микроструктуры и для все-
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возможных волноводов, разной физической природы и поперечного сечения, 

замкнутых или открытых, круглых, планарных и т.д.  

В дополнение и в антитезу дифференциальным уравнениям, стоящим в 
центре внимания со времён Эйлера и Ньютона и весьма развитым в матема-

тической физике и прикладной математике, предлагается выделить диспер-

сионные уравнения общей теории волн, как весьма важный, цельный и само-
достаточный раздел теоретической и математической физики. Прежде всего, 

линейной теории волн (дисперсию нелинейных волн здесь не рассматриваем, 

см. также замеч. 4.2). Волновые процессы – это наиболее широкий, универ-

сальный объект физической науки, волны «пронизывают всё здание совре-
менной и классической физики», (Кикоин И. К. [3 и др.], Мандельштам Л. И., 

Прохоров А. М. [10, с. 9; 11]). А по квантовому дуализму все частицы микро-

мира суть реальные волны. Описывая законы дисперсии волны, дисперсион-
ные уравнения, через волновой фактор или ядро интеграл-преобразования 

𝑒𝑥𝑝𝑖(𝑢𝑟– 𝑣𝑡), определяют все другие положения теории волн и волновых 
технологий. Причём волны любой физической природы, т.е. и в электроди-

намике, в оптике, радиотехнике, спинтронике, и в механике, в гидро- и 

вибро-акустике, геофизике, и в ряде других отраслей.  

 

Рис. 1. а) Дисперсионные кривые гидродинамических симметричных (кроме Россби) волн 

во вращающейся несжимаемой жидкости, океана или атмосферы, как сечения  𝜔(𝑘𝑋; 𝑘𝑍). б) 

Спектр симметричных мод плазменного круглого волновода. 
 

В мировой физике «идеология общности» теории волн берёт начало с 
Джона Рэлея, с 1870-ых гг., в России – со Столетова А. Г., с 1880-ых [12]. 

Что нашло отражение, в частности, и в работах советских учёных, в трудах 

Бабича В. М., Бреховских Л. М., Горелика Г. С., Гуляева Ю. В., Ландау Л. Д., 
Малюжинца Г. Д., Хохлова Р. В. и многих других физиков, механиков и ма-

тематиков. 

Подчеркнём, что общность и единство теории волн порождаются инва-

риантным представлением гармонических волн и волновых процессов через 
волновой фактор и законы дисперсии или дисперсионные уравнения. 

Дисперсионные уравнения непосредственно описывают волновую кине-

матику, многие явления и свойства и важные показатели и характеристики 

волны. Это такие фундаментальные азбучные атрибуты, как фазовая и груп-
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повая (энергетическая) скорости, длина-волны, показатель преломления, за-

держка. А в анзаце (в анализе и расчёте – Бабич В. М. и др. [7]) ещё и отра-

жение, диссипативное затухание, доплеровский сдвиг, условия излучения (в 
краевых задачах) и многое другое. По сути, около половины количественных 

данных и качественных характеристик волны детерминированы и рассчиты-

ваются по ДУ-ям непосредственно. А опосредованно – и амплитудные, и 
энергетические показатели, т.е. волну, моду и волновой процесс в целом.  

 

1.2. Обратные волны и проблема излучения. Среди разнообразных 

типов волн особое место занимают обратные волны, ОВ. Они обладают 

наиболее высокой, отрицательной дисперсией (𝜕/𝜕𝑘 < 0), когда фазовая и 

групповая (энергетическая) скорости противоположны и, как следствие, 

имеют широкий круг аномальных фундаментальных явлений и свойств. Из 
которых наиболее известны: отрицательное преломление, сверхфокусировка, 

антизеркальное отражение, обращённые эффекты Доплера и Черенкова, при-

тяжение света и звука (в отл. от давления) и многие др., удивительные фун-
даментальные эффекты и явления ([7, 13–20] и мн.-мн. др.). Поэтому в по-

следние два-три 10-летия в ряде мировых и российских центров значительно 

вырос интерес к обратным волнам, включая перспективы новых открытий и 

передовых технологий. В том числе и проекты «плаща-невидимки» и мета-
материалов, новых материалов – носителей обратных волн в электродинами-

ке и механике, (нередко и к сожалению, сенсационные заявления). Т.е. тех-

нологии скрытности, оптической, радиотехнической и тепловой, и изоляции, 
акустической и вибро-механической [23–30,...]. Что и отмечено присуждени-

ем ряда международных и национальных премий и номинаций:      

Веселаго В. Г. (1929–2018 годы жизни, Россия), Пэдри Дж. Б. (John Pendry, 

Англия), Смит Д. Р. (David Smith, США) и другие [29, 31].  

Развиваемый автором метод анализа дисперсионных уравнений направ-

лен, в конечном счёте, на анализ диспергирующих и обратных волн [7, 22, 30, 

32–37 и др.]. И подчеркнём, что существенный вклад в физическую теорию 
обратных волн внесла отечественная наука, начиная со знаменитых лекций 

советского физика Л. И. Мандельштама, 1940ые, и с широко известной, 

весьма цитируемой статьи тоже советско-российского физика В. Г. Веселаго 
(УФН, 1967) и до работ наших современников. Вместе с тем, честь открытия 

обратных волн принадлежит английскому механику Гораку Лэмбу, 1904, 

(Lamb Horace). Кроме того, идею первого эффекта, отрицательного прелом-

ления впервые высказал немецко-британский физик Артур Шустер 
(Arthur Schuster, 1904). См. в [7, 16, 17, 28, ...]. Однако детально этот эффект 

был разработан Мандельштамом, с 1940ых гг., и затем другими авторами у 

нас и за рубежом, причём оборот «отрицательно преломляющие» стал рас-
хожим в обратноволновой проблематике в заголовках и в целом. 

С дисперсионными уравнениями тесно связана ещё одна фундаменталь-

ная проблема, проблема принципов и условий излучения, известная в мате-
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матической физике по работам Вайнберга Б. Р., Свешникова А. Г., Тихоно-

ва А. Н. и других математиков. А в теоретической физике – идущая от Ар-

нольда Зоммерфельда (1896/1912), В. С. Игнатовского (1905), В. А. Фока 
(1926) и других классиков и развитая современными учёными. Следует под-

черкнуть также значительный вклад российской науки и в проблему излуче-

ния, принципов и условий излучения – см. статьи и обзоры [32,51–61,...]. 
В этой связи заметим, что некоторые авторы полагают Н. А. Умова соав-

тором энергетического принципа излучения. Однако проблему излучения в 

целом впервые поставил А. Зоммерфельд, лишь 1898 г., с его широко извест-

ными, но не универсальными «условиями излучения Зоммерфельда» – с рас-
ходящимися по фазе волнами [62, с. 327; 63; 64]. И, более того, Зоммерфельд 

первым отметил также и энергетический аспект этой проблемы – см. 

Müller C., Felsen L. and Markuwitz N. [в 63]. Конечно, введение энерго-
принципа было предопределено фундаментальным понятием потока энергии 

Умова (1874 г.; вектора Умова-Пойнтинга); но именно в лекциях 

Л. И. Мандельштама это понятие впервые применено к обратным волнам, к 

их преломлению (1940-45). Поэтому со временем энергетический принцип 
стали именовать принципом Мандельштама [47, 51, 57–60, 65]. Наконец, од-

ним из пионеров проблемы излучения в целом считается Игнатовский В. С. 

(1875–1943), советско-немецкий учёный, предложивший в 1905 г. принцип 
предельного поглощения или принцип Игнатовского. 

В статьях [32, 53, 65] мы сводим проблему условий излучения к обрат-

новолновой проблеме, к выявлению в спектре довольно редких обратновол-

новых мод, поскольку большинство волновых процессов представлены пря-
мыми волнами (ПВ, расходящимися, уходящими на бесконечность) (см. так-

же ниже Следствие 3.3). Т.о., воедино сводятся две проблемы, более века 

идущие параллельно, первая – обратных волн, развиваемая в основном в тео-
ретической физике, и вторая – условий излучения, в математической физике. 

 

2. Типы и классы дисперсионных уравнений, функций и кривых 

 

Определение 2.1 (Дисперсионные уравнения, функции и кривые (ДУ, 

ДФ и ДК); многомодовый волновой спектр).  

А) Дисперсионное уравнение в узком, собственном смысле – это транс-

цендентное или алгебраическое уравнение 𝐷(𝜎; 𝑣) = 0 аналитической функ-
ции D, с искомым волновым числом и основной независимой, как правило, пе-

ременной – частотой колебаний. ДУ описывает волновой фактор 

𝑒𝑥𝑝𝑖(𝜎𝑟– 𝑣𝑡) гармонической волны и компоненты дискретного или сплошно-
го спектра по σ и /или v. (r – пространственный вектор, t – время). Спектр по 

𝜎𝑛 (𝑛 = 0,1,2,3, … – номера мод), как правило, многомодовый счётный; 
сплошной – для импульсов и нестационарных процессов. В подклассе анизо-

тропных систем изучаются обратные функции 𝑣𝑛(𝜎1; 𝜎2; 𝜎3), 𝜎𝑗 – компо-

ненты волнового вектора. 
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Б) В широком смысле под дисперсионным уравнением будем подразуме-

вать и само уравнение, и его корни 𝜎 = 𝜎𝑛(𝑣), дисперсионные функции, и 
табличные данные дисперсионных кривых, полученные численно или в физи-

чески натуральном эксперименте. Причём в дисперсионной и волновой про-

блематике ДК всё больше превалируют над ДФ и собственно ДУ. При моде-

лировании волн, в общем случае все переменные ДФ предполагаются или яв-
ляются комплексными, вкл. и все волновые числа, а также, иногда формаль-

но, и частоту: 

𝑢 = 𝜎 + 𝑖𝛼, 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛(𝑧),  𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑧 =1 {𝑧}𝑚,  𝑚2,  𝑧1 = 𝑣 + 𝑖𝛾,       (1) 

p=1{pj}h = (𝑧2, 𝑧3, … , 𝑧ℎ+1), где pj – параметры материальной структуры, 

волновода, ℎ1.  

В) Приоритетен анализ бегущих волн, затем комплексный многомодо-
вый спектр, бесконечное счётное множество мод, реже конечное. В теории 

волн и технологий особо выделяют низкочастотную нулевую моду, σ0(0+0)↓ 0, 

и низшие моды. В высокочастотном спектре (𝑣 ↑ ∞, 𝑣 ≫ 1) имеет место, как 

правило, вырождение дисперсии (𝑣/𝜎 = с → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) и волновых явлений и 

упрощение задач. 

(Здесь наша краткая альтернатива 1{pj}h и т.п. – индекс перед символом). 
2.1. Классификация дисперсионных уравнений. Соответственно ти-

пам числовых функций в математике, различаем основные классы дисперси-

онных уравнений. Сформулируем также другие их свойства и положения. 
Определение 2.2. А. Выделяем алгебраические, трансцендентные и 

виртуальные дисперсионные уравнения, кривые и функции (ДУ, ДК и ДФ) 

многих переменных, волнового числа или вектора, частоты и нескольких па-

раметров волноводной структуры (1).  
2Б. Трансцендентный класс делится на элементарные и специальные 

типы. Алгебраический и трансцендентный – на явные и неявные, с преобла-

данием второго. Виртуальные – на численные (полученные численно) и физи-
чески экспериментальные (из физического натурального эксперимента).  

2В. Аналитически более разработаны трансцендентные неявные и ал-

гебраические уравнения 𝐷(𝑢; 𝑣) = 0 и дисперсионные плоские кривые веще-

ственного спектра σn(v). Дисперсионные кривые и поверхности наиболее 
представительны и информативны.  

2Г. Трансцендентным и виртуальным ДУ соответствуют, как правило, 

бесконечное счётное множество корней 𝑢𝑛(𝑣),  𝑛 = 0,1,2,3, …, и бесконечные 
комплексные модовые спектры. Алгебраическим – конечные. Вещественный 

спектр 𝜎𝑛(𝑣) (с 𝛼𝑛 ≡ 0, 𝛼𝑛 ↓ 0 и 𝛼𝑛 ≈ 0) конечен на ограниченных диапазо-

нах частот. 
2Д. Вещественный спектр описывает многомодовую группу бегущих 

волн  𝐴𝑛(𝑟)𝑒𝑥𝑝𝑖(𝜎𝑛𝑟 − 𝑣𝑡), несущих мощность и сигнал на большие расстоя-

ния и наиболее востребованных теоретически и технологически. 
Виртуальный класс функций и кривых, и не только дисперсионных, а 

произвольных числовых функций – наше понятие [37], в русле [66], и в отл. 
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от ряда других, специальных применений термина «виртуальный» в матема-

тике и в др. отраслях. Это наиболее широкий и всё более растущий класс, в 

силу стремительного прогресса экспериментальных (натуральных) работ и 
вычислительных методов в механике и электродинамике. Строго говоря, тре-

буется доказательство теоремы существования виртуальной функции, исход-

но постулируемой (неявно, имплицитно). В дисперсионном анализе, т .е. в 
анализе ДУ, ДФ и ДК, наиболее информативны асимптотики, алгебраические 

и элементарные функции, см. и ср. [67, 74]. А весьма эффективна редукция – 

сведение к низшим полиномам трансцендентных, виртуальных и произволь-

ных, сложных функций (обобщая и вкл. матем. композиции, сложные 

𝐹(𝑓(𝜑(… ))) ).  

 

2.2. Типичные особые точки, сингулы и компоненты гладких функций  

и плоских кривых в теории волн и в общем анализе 

Пример 2.1.а. Дисперсионные уравнения упругих волн Лэмба в одно-

родной изотропной пластине – типичный пример неявного трансцендентно-
го, тригонометрического уравнения, крайне востребованного [8, 15, 39, 65 и 

мн. др.] и обманчиво простого: 

𝐷 (, 𝑣, 𝑔) = 4𝜎2𝛽1𝑡𝑔𝛽1 + (2𝜎2 − 𝑣2)2𝑡𝑔𝛽2/𝛽2,  𝛽𝐾
2 = 𝑣2𝑃𝐾

2 − 𝜎2; 𝑃𝑇 = 1, 

𝑃𝐿 = 𝑔 = 𝐶𝑇/𝐶𝐿, 𝐶𝑇 и  𝐶𝐿 – скорости поперечных и продольных волн;   = 𝑘ℎ,  

𝑣 = ℎ/𝐶𝑇, 2ℎ – толщина пластины. Здесь два ДУ: по 𝑃1/2 = 𝑃𝐿/𝑇.  

Пример 2.1.б. На рис. 1 два примера ДК. И весьма типична следующая, 

выделяемая из бесконечного спектра, вещественная дисперсионная кривая – 

рис. 2. 

 
Рис. 2. Типичная вещественная дисперсионная кривая. Три характерных участка: 1 –  

критическая область; 2 – извилины; 3 – квазипрямая, асимптота на ∞-ть, в дБ. Локальные 

оси (𝜎𝐿0𝑣𝐿) для отдельной извилины; 𝑚𝐾 – точки перегиба. 1* и 2* – элементы поверх-

ностной волны, с обрывом на 𝑣𝐾𝑝. Для компактности рис-ка дана вторая  

нормировка: 𝜎𝐻 = 𝜎/𝜎0, 𝜎0 = 𝑣/𝐶∞.  
 

Определение 2.3. Типичная дисперсионная кривая, основная – волнового 

числа, и её функция 𝜎(𝑣) есть строго монотонно растущая функция часто-

ты. Для обратных волн – строго убывающая.  

Доказательство. Во-первых, в корректных задачах 𝑈 < , 𝑈 = 𝜕𝑣/𝜕𝜎  
– групповая скорость. Однако теоретические модели не безусловно, не всегда 
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вполне корректны – по меньшей мере, в смысле идеализации и приближён-

ности. Поэтому даём неполно индуктивное доказательство: данное утвер-

ждение является обобщением значительного, всё более растущего числа пуб-
ликаций, связанных с дисперсией волн (в частности – ДК рис. 1). Кроме того, 

дедуктивный элемент доказательства: аналитически решённые волновые за-

дачи с явными σ(v) дают для прямых волн σσ'=∂σ2/ ∂v >0 и 𝜎𝜎′ < 0 для обрат-
ных. 

Определение 2.4. Наиболее типичный элемент дисперсионных функций 

и их асимптотик – квазипарабола, 

σп = аn(v) ~ an0  (v – vn )+ 03/2.          (2) 

Где  03/2 и в общем 0𝑝 = 0((𝑣 − 𝑣𝑛)𝑝)  – наш краткий символ малости отно-

сительно предыдущего в разложении. 

Определение 2.5 (о чётности и вещественности ДФ). Дисперсионные 

функции 𝐷(𝑢, 𝑧), довольно часто, как правило, вещественны на веществен-

ном множестве (𝜎, 𝑣, … ) и чётны по всем переменным v, u, 1{pj}h, ℎ1, (1). 

Реже ДФ нечётны или смешаны (общего вида 𝐷 = 𝐷Ч + 𝐷Н – с чётной и не-

чётной частями). Частота v, безусловно, как правило, вещественна, также 
и все другие переменные, параметры волноводной системы 1{pj}h, веще-

ственны в большинстве задач, в математических моделях линейной теории 

волн и технологий. В научно-технических задачах наиболее востребован ве-

щественный спектр 0{σj}N, N1, адекватный бегущим волнам. 

Комплексный и мнимый спектр необходим при решении краевых задач, 

где важна проблема полноты спектра; кроме того, комплексные волны имеют 

и самостоятельное применение. Комплексные переменные z=x+iy=1{zj}m,  

𝑚2, необходимы в двух типах задач. Это 1) диссипативные волноводные 

системы с затуханием волн и 2) краевые задачи с проблемой излучения. По 

принципу предельного поглощения задаётся малая мнимая добавка вида 𝑣 +
𝑖𝛾, так что 𝛾𝑣. В обоих случаях затухание бегущих волн довольно мало 

𝛼 𝜎, что имманентно, присуще волновой системе по определению (см. ни-
же утверждение 3.1). В связи с чем – наша нижеслед. теорема 3.1.  

 

3. Простые и кратные корни дисперсионных уравнений 

 

3.1. Простые корни 

Теорема 3.1 (о простом вещественном корне [32,71]). Пусть функция Δ 

двух комплексных переменных 𝑢 =  + 𝑖 и 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, голоморфна в 

окрестности 𝑀1 ⊂ 𝐶2 точки (0; 𝑥0), вещественна на вещественном мно-

жестве  (; 𝑥) 𝑀1 и имеет в этой точке нуль 1-го порядка по u. Тогда в не-

которой подобласти  𝑀2 ⋐ 𝑀1 уравнение 𝛥(𝑢; 𝑧) = 0 имеет единственный 

корень 𝑢𝑛(𝑧) = 𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑛(𝑥, 𝑦) – голоморфную функцию с замечатель-

ными свойствами:  

 n (x,y) =0Σ 2 1 2 1 2 1

0
(( 1) /(2 1)!) ( ,0) /К К К К

пК
к y х х

   


    ~ y 'n0 +0 3;         (3) 

http://mathmod.esrae.ru/


Математическое моделирование, компьютерный и натурный                             2023, №2 

эксперимент в естественных науках  http://mathmod.esrae.ru/        ISSN 2541-9269 

n (x,y) =0Σ 2 2 2

0
(( 1) /(2 )!) ( ,0) /К К К К

пК
к y х х




   ~ n0 –y2"n0 /2+0 4          (4) 

– с нечётной 𝑛 и чётной 𝑛 по y.  

Где производные неявной 𝑛(𝑥, 𝑦): 'n= – Z(n ; x)/u (n ; x), "n=…. 

Доказательство – на базе теорем о неявной функции, тождества 

n (x,0) 0 и условий голоморфности Коши-Римана (∂/ ∂𝑥 = ∂/ ∂𝑦 и т.д.). 

В случае многих переменных 1{zj}т, 𝑚2, имеем также простые асимпто-
тики, но громоздкие кратные ряды (см., например, ниже (7), [71]). (Здесь 

наша краткая альтернативная запись 1{zj}т или 0Σ и т.п. с индексом перед 

символом, сродни, в некой мере, общепринятому в физике суммированию по 
повторяющемуся индексу). 

Полученные формулы весьма продуктивны и физичны, особенно (3). Их 

асимптотики, как чётной и нечётной функций, довольно точны, поправки 0К 
высокой степени малости. Отсюда имеем физически и математически важ-

ные следствия.  

Следствие 3.1 (о затухании бегущих волн). Коэффициент затухания 

пропорционален потерям γ и обратен групповой скорости 

𝑛(𝑣, 𝛾) = 𝛾/𝑈𝑛(𝑣) + 03.                 (5) 
В случае многих, структурированных потерь yК важная обратная пропорция 

𝑛 ∝ 𝑈𝑛
−1 сохраняется 

 (x,y)~ 1
m yК SK /U,   SK =ZK( ; x)/v ( ; x),             (6) 

𝑆𝐾 – структурные коэффициенты поглощения 2-го рода (СКП-2). (Индекс n 
опускаем). 

СКП-2 введены нами [33, 1997г], в отличие от известных СКЗ, затухания 

[68, 1970], или СКП-1, 1-го рода.  

Далее также обобщённое заключение о затухании волн.  
Утверждение 3.1. Затухание всякой бегущей, объёмной или диспергиру-

ющей волны имманентно невелико: 𝛼𝜆 ≪ 1 . А диссипативные потери волно-

водной системы малы: 𝑦𝐾 𝜆0 ≪ 1 – добротные структуры. (Где 𝜆 – длина 

волны, 𝜆0 – нормировочная 𝜆0 = 𝐶0/𝑣). 

Доказательство. По (3, 5 и 6) коэффициент затухания волны и потери 

квазилинейно взаимосвязаны. Затухание же имманентно мало – по определе-
нию, как правило. В противном случае система будет скорее заперта в коле-

бательно-волновом отношении. Т.е. понятие бегущей волны предполагает, 

что она пройдёт хотя бы несколько (𝑙, 𝑙 ≫ 1) длин-волн (сделает ряд колеба-

ний), прежде чем затухнет. Пусть затухнет, например, в e раз: 𝜆𝑙 = 1/𝛼.  

Следствие 3.2 (о малости диссипативных поправок [69]). Поправки к 

волновому числу, фазовой и групповой скоростям и к другим кинематическим 
показателям бегущей волны в добротных структурах весьма малы, 2-го по-

рядка малости относительно диссипативных потерь : 

n (x,y) = n0 – 0,5 1
m у

2

i  
2)

/n i (х)+𝛴к=1
𝑚−1 ∑ 𝑦𝑗𝑦𝐾𝜎𝑛𝐾𝑗

2)
(𝑥)𝑚

𝑗=𝐾+1 +04;           (7) 

Vn=v/n ;  Un=∂v/∂n . 
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См. также [20, 35, 68–70] и др. работы по диссипации. 

Следствие 3.3 (о физических принципах и математических условиях 

излучения). 3А. По принципу предельного поглощения бегущая волна являет-

ся обратной (приходящей) при 'n0=1/Un<0 или прямой (уходящей) при 

'n0=1/Un>0,  ≥ 0, 𝑣 ≥ 0. Или, инвариантно произволу знаков 𝑒𝑥𝑝𝑖(±𝜎𝑟 ±
𝑣𝑡) , в волновом факторе (времени и координатных осей),  

±∂ 2
n0 / ∂v2=±1/VnUn <0 

и что отражает со- или анти-коллинеарность векторов фазовой Vn и груп-

повой Un скоростей. [14, 53]. 
3Б. Через групповую скорость в (5) согласуются три основных принципа 

излучения: принцип предельного поглощения, энергетический и причинности 

– ведущих к одним и тем же условиям излучения.  

3В. В проблеме излучения существенно определение: именно физически 
задаваемые принципы, но математически выводимые условия излучения.  

В 3В математические условия – выводятся математически, но физиче-

ские принципы, т.к. задаются, базируются на фундаментальных представле-
ниях о физике волновых процессов, [65, п. 6]. Например, в принципе пре-

дельного поглощения это затухание волн, в энергетическом – перенос волно-

вой энергии на бесконечность. (Здесь для символа вектора, наряду с тради-

ционной стрелкой сверху или жирным шрифтом, нами предлагается альтер-
нативно черта снизу (как в 3А), что проще при наборе текста).  

 

3.2. О кратных корнях и критических волновых процессах. Кроме 
рассмотренных однократных корней, анализируем дву- и много-кратные 

корни дисперсионных уравнений в окрестностях особых точек, в частности, 

критических частот, соответствующих критическим волновым режимам. В 

основе нашего метода анализа – Подготовительная теорема Вейерштрасса и 
алгебраическая редукция [32, 71 и др.].  

Определение 3.1. Наиболее распространён двукратный нулевой корень 

(от нуля по  или u): 

u = аn(z1)~ an0 (z1 – vn ) 1/2, 

vn – критическая частота. Что описывает критический процесс образова-

ния бегущей волны. Ниже критической частоты мода представляет собой 

неоднородное распределённое колебание 𝑒𝑥𝑝(– 𝛼𝑛𝑟– 𝑖𝑣𝑡). Также и у обрат-

новолновых мод, как правило, узкополосных, выше верхней критической ча-
стоты vn и ниже нижней vnb это не бегущая волна, а распределённое колеба-

ние. 

См. [65, 69], определения 2.4, 2.5.  

Информационную и энергетическую основу волновых процессов со-
ставляют, конечно, бегущие моды. Однако в целом на полу-бесконечной по-

лосе частот выделяется бесконечное, в общем случае, счётное множество 

критических областей, соответствующих сингулярностям, окрестностям кри-
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тических частот, рис. 3. В этих зонах происходят трансформации волн, вол-

новые квазирезонансы и др. критические режимы, ещё не вполне изученные. 

Вне критических зон волновые процессы можно считать регулярными. Кри-
тические или сингулярные объекты рассматриваются в нижеслед. п. 4. 

 

 

Рис. 3. Диапазоны критических и регулярных волновых областей частотного спектра (во-

круг и вне критических частот 𝑣𝑛); схематическое разграничение. 
Замечание 3.1 (о волновых квазирезонансах [36]). Резонанс – существен-

ное свойство колебательных систем с сосредоточенными и распределёнными 
элементами. Изолированных систем, где и возможно устойчивое накопление 

колебательной энергии, теоретически вплоть до бесконечности, но ограни-

ченное диссипацией и нелинейностью. В частности, в резонаторах, как об-
резках волноводов, экранированных всесторонне. Суть же волнового процес-

са – в переносе энергии от источника излучения на большие расстояния, 

условно, на бесконечность. И лишь на критических частотах в волноводах 

возможны квазирезонансы, в некой мере устойчивые строго при 𝑣 = 𝑣𝑛 (бо-

лее строго, чем 𝑣 𝑣𝑅  в довольно устойчивых резонаторах, даже в высоко-

добротных, с узкой резонансной полосой). 

 
4. Метод редукции, экспликация сингулярных фигур и структура  

плоских и дисперсионных кривых 

 

Сингулярные фигуры – это локальные, типичные и общие компоненты 

плоских кривых и гладких функций. В целом возможна экспликация (выяв-

ление) как сингулярных фигур, так и общей структуры трансцендентных и 

виртуальных функций и кривых. Эти вопросы весьма актуальны в геометрии 
кривых, где преобладает алгебраистика, а трансцендентная теория в застое. 

Что признаётся и самими математиками, и характерно, что один из наших, 

мировых журналов назван «Алгебра и анализ». Автор исходит из физической 
теории волн, в которой исследование дисперсионных и других, весьма слож-

ных кривых составляют значительную проблему, в теории, численном расчё-

те и в физическом эксперименте. См. [83] и др. 

 
4.1. Простые корни, голоморфные функции и гладкие кривые. В 

центре анализа – неявные функции 𝑢(𝑧), в данном случае, дисперсионные 

уравнения общего вида 𝐷(𝑢; 𝑧) = 0, 𝑢 = 𝜎 + 𝑖𝛼, 𝑧 = 𝑣 + 𝑖𝛾. Виртуальные 
функции сводятся к ним после постулата или, возможно, доказательства тео-

ремы существования функций D или 𝑢(𝑧), и прежде всего вещественных 

𝜎(𝑣). Простые корни превалируют на практике и в приложениях, т.к. для 

дву-, трёх-, 4ёх-кратных и др. сингул требуется уже два, три и т.д. уравнения 

– исходное и зануления её производных. 
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Т.о, имеем, как правило, простые корни уравнений, порождающие голо-

морфные функции и гладкие кривые 𝑢(𝑣, 𝑝) на всём, 𝑚 + 1 мерном множе-
стве переменных. В случае дисперсии волн – это частота v и параметры 1{pj}m 

волноводной системы (1). Счётное множество сингул, особых точек и их об-

ластей, составляют некоторое малое исключение из аналитического, голо-

морфного множества (см., например, выше рис. 3).  
 

4.2. Сингулярные области. Анализ на базе изящной эффективной Под-

готовительной теоремы Вейерштрасса (ПТВ) и двойной последовательной 

редукции исходной трансцендентной 𝐷(𝑢; 𝑧) к полиномам. В общем случае 

исходной произвольной, сколь угодно сложной функции (и не только мате-

матически сложной, т.е. суперпозиции 𝐹(𝑓(𝜑(… )). Откуда сведение (редук-
ция) общего анализа к алгебраистике низших полиномов как по u, так и по z. 

Например, 4-ёхкратная сингула в нуле   

σ = (v(1+a2 v+a3 v2+…))1/4~ v1/4+d2 v3/4+05/4,   05/4=0(v5/4). 
Также крест простой (пересечение двух гладких линий) или бидвукратная 

сингула по нашей формуле и асимптотике:  

σ ~ σ0+a1 v+b2 v(1+b3 v+02)1/2 +02.                (8) 

И так далее, другие сингулы, точки, зоны (области) и элементы. Исторически 
первый крест описал, по-видимому, ещё Никомед (3–2 вв. до н.э.), хотя и 

косвенно, в своей Конхоиде. Сам термин Крест – из [72, с. 7]. Простая, тоже 

алгебраическая формула креста типа (8) встречается также в [46, с. 337]. 

 

4.3. Сингулярные элементы и фигуры. Это: перегибы и дуги, извили-

ны (двойные повороты, зигзаги), кресты и звёзды, овалы и пики (заострения), 

петли и спирали, узлы и косы, обрывы и сгущения, сингулы в нуле и на ∞-ти 
и другое.  

Дуга, вечный образ и новый анзац. Дуга – это простейший и самый рас-

пространённый элемент дисперсионных функций, как и произвольных плос-

ких кривых и гладких функций, это ветвление, описываемое квазипараболой:  

𝜎(𝑣)~𝑣1/2К, именно 𝜅 = 1 и много реже 𝜅 = 2,3, …. Это наше следствие из 

теоремы ПТВ. Так, например, на рис. 4 две дуги, а на рис. 2 семь.  

Извилина (наше, новое математическое понятие, см. в [83]). Это суще-

ственный имманентный компонент всякой, достаточно сложной кривой – 

рис. 4. Классическая кубика 𝑥3   – простейшая алгебраическая извилина.  
Определение 4.1 (извилина и три её асимптотики). Любая гладкая изви-

лина строго описывается тремя локальными квази-полиномами. Левой ду-

гой, квазипараболой, f~ –a1 x2n, развёрнутой в первой локальной системе ко-

ординат (в 1-ом локусе). Перегибом, квазипрямой x+a3 x2m+1+02m+2, во втором 

локусе. И правой дугой, псевдопараболой в 3-ем локусе +a2 x2r. 𝑛, 𝑚, 𝑟 =
1,2,3, …. 

Значок локуса L опускаем; aK  0. Координаты, локальные (со сдвигом и 
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поворотом) (yL0 xL) и базовые (𝑦0𝑥) – см., например, на рис. 2. Заметим, что 

для перегибающихся кривых типа 𝑥2𝑚+1   аппроксимация их ветвей квазипа-
раболами – не самый, очевидно, оптимальный вариант. Другое дело более 

сложные кривые с локальными перегибами, например, ДК обратноволновой 
моды. 

 

Рис. 4. Извилина и три её элемента, две дуги и квазипрямая пе-

региба. Для ДК-кривой обратной волны 𝜃 > 90°. 

 

Теорема 4.1. Извилина дисперсии 𝜎(𝑣) обратной волны имеет отрица-
тельный наклон. 

Что и фундаментально – [7, 13, 50, 65, 73, …]. См. рис. 1, 4 и 5. Для низ-

кочастотных, нулевых ОВ (от нуля частот) 𝜎(𝑣) даётся квазипараболой. 
О звёздах, многолучевых пересечениях (новое понятие, в отл. от извест-

ных узлов, как особых точек дифференциальных уравнений с многолучевыми 

кривыми). Наше, не аналитическое (в комплексном смысле) решение: 

𝑓 ~ 𝑥|(1 + 𝑎𝑥 + ⋯ )1/𝑝| 𝑐𝑜𝑠 (2𝜋𝑚/𝑝), 𝑝 = 2,3,4, … , 𝑚 = 0,1,2, … 

При 𝑝 = 2 – простой крест (8). Последнее наше развитие темы см. в [83]. 
Петли и спирали, пики и кресты. В отличие от классических, так ска-

зать, точечных – закрученных вокруг точки, нами введены спирали осевые, 

тоже плоские, но закрученные вокруг прямой оси, [83]. Они имеют петли, 

пики и кресты.  
Пика – это заострение 1-го рода (наш альтернативный, краткий термин).  

Пьезоволновод [75, рис. 2а; 48] имеет пики групповой скорости 𝑈(𝑣), 

очевидно, при некотором сочетании параметров. См. нашу схему – рис. 5, 

ниже. Где наглядно полагаем, что пики 𝑈(𝑣) – это, с одной стороны, вырож-

дение петель: на рис. 5 б) и г). А с другой, пика порождается вертикальным 

перегибом волнового числа: окрестности 2 на рис. 5 в) и г).  
Предложение 4.1. Спираль осевая плоская – периодическая регулярная 

кривая, содержащая на своём шаге петли и кресты. Петли могут вы-

рождаться в пики и /или давать самокасания.  
Самоприкосновение – в матем. Доказательство – неполное обобщение. 

Например, поворотом тривиальной синусоиды, yL
 (xL

 )=sin xL, и её произ-

водной 𝜕𝑥/𝜕𝑦 мы получили новую спираль с петлями и крестами – рис. 6, 
ниже. Причём с одним, тремя или несколькими крестами в зависимости от 

наклона оси исходной синусоиды. Таковы же, но более сложные элементы и 

петля групповой скорости 𝑈 = 𝜕𝑣/𝜕𝜎 встречаются в теории волн. Откуда и 

сама наша, уже общая геометрическая идея спирали, порождаемой извили-
стой кривой. 

Определение 4.2. Петля плоская 𝜑(𝑥) – это самопересекающаяся кри-

вая, ограничивающая и замыкающая конечную область D в области своего 
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определения на плоскости 𝑦0𝑥: 𝐷 + ∂𝐷 ⊂ 𝐸  (или 𝐷 ⋐ 𝐸); 𝜑 ≡ 𝜕𝐷. Её сингу-

лы: ветвления и простой крест (бидвукратность (8)). 

Заметим, что и сам символ φ, создаваемый программистами, геометри-

чески тоже петля. 

 

Рис. 5. Образование пики групповой скорости 𝑈(𝑣) при вертикальном перегибе волнового 

числа 𝜎(𝑣), в) и г). а) Дисперсионная кривая волнового числа в пять извилин (по мотивам 

[49, с. 53]) и б) петлистая спираль групповой скорости с двумя петлями и 4-мя крестами. 
 

 

Рис. 6. Спираль осевая, порождаемая си-

нусоидой, (а); со сдвоенной петлёй, са-

мокасанием и двумя крестами (б). 

 

 

4.4. Об общей структуре дисперсионных, трансцендентных и вирту-

альных кривых  

Определение 4.3. Все плоские гладкие кривые 𝑦(𝑥) локально сингулярны.  

Действительно, по крайней мере, в некотором секторе поворотов коор-

динат (локальных, L ) они содержат хотя бы одну сингулу, ветвление, перегиб 
или др. особую точку. В частности, простейшая из кривых – парабола x2, 

прямая же – вырождение кривых. Причём угол поворотов θ будет трансцен-

дентным параметром для 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜃) = 𝑦𝐿– 𝑓(𝑥𝐿) = 0. 

Определение 4.4. Для дисперсионной вещественной кривой 𝜎(𝑣) типич-
но: дуга в нуле (в критической зоне, с U(vn)=0), несколько различных, последо-

вательно идущих извилин и прямая асимптота на бесконечности. 

Например, на рис. 1, 2 и 5. 
Определение 4.5 (пять свойств дисперсионного спектра). Спектр дис-

персионных кривых uп(v,pj) (pj – параметры (1)) произвольной волноводной 
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структуры – это, как правило, много- или бесконечно-значная аналитиче-

ская функция. Кроме того эта функция: а) алгебраическая, но в большин-

стве моделей, трансцендентная или виртуальная, б) чётная, реже нечётная 

или смешанная, в) комплексная 𝑢 = 𝜎 + 𝑖𝛼 (в т.ч. и при 𝐼𝑚𝑣 = 𝐼𝑚 pj = 0). И г) 

квазипериодическая (1{uп(v)}∞) с точками сгущения на бесконечности: 

(σп , v)=(∞,∞) и (αп , v)=(∞,0). 
Замечание 4.1. Из определения 4.4 следует весьма актуальный ZGV-

аспект в теории и технологии нулей групповой скорости – Zeros of Group Ve-

locity. Для обратных волн, частотно ограниченных и узкополосных, – двух 
нулей, на верхней и нижней критических частотах, [21, 36, 75 и мн. др.].  

Замечание 4.2 (о ДУ нелинейных волн [6, 19, 34, 35, 43, 70, 76,…]). В дан-

ной статье рассматривалась дисперсия в линейной теории волн. В теории же 

нелинейных волн существенная специфика и сложность, вкл. и законы дис-
персии. Например, в отличие от (1), встречаются ДУ с интегралом [76, 77], а 

также зависимость ДФ от амплитуды A волны [76]: 

𝐷(𝑢; 𝑧; ∫ 𝜑(𝑧) ; 𝐴) = 0,  z = 1{zj}m,  un = un(z).       (9) 

По методу малого параметра (𝜇~𝐴;  𝜇 ≪ 1 ) в первом приближении, очевид-
но, должно быть получено ДУ линейных волн, адекватное (9).  

 

5. Заключение 

В работе развивается эффективный метод анализа дисперсионных урав-

нений, функций и кривых. Метод основан на положениях комплексного ана-

лиза, теории неявных функций, геометрии кривых и индукции (на обобще-
нии известных, опубликованных экспериментальных и численных результа-

тов по теории и технологии волн). Вместе с тем, без ограничения общности, 

определяются сингулярные элементы, отдельные фигуры и общая структура 

произвольно сложных, плоских кривых, трансцендентных, виртуальных и 

высших алгебраических (степени 3). Но, прежде всего, анализируются дис-

персионные объекты, простые и кратные корни дисперсионных уравнений и 

свойства трансцендентных и виртуальных дисперсионных функций и кри-
вых. Основными результатами данной работы является редукция произволь-

ной, сколь угодно сложной функции к полиномам низших степеней и анализ 

сингулярностей и общей структуры плоских кривых. Эти вопросы представ-
ляют значительную, весьма актуальную проблематику в теории волн, в гео-

метрии кривых и в др. приложениях и могут составить, как полагает автор, 

перспективный фундаментальный раздел современной математической фи-

зики (см. и ср. [1, 4–6, 41–43, 78–82 и др.]).  
Автор благодарит проф. Ерофеева Владимира Ивановича за внимание к 

данной работе. 
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