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Аннотация. В работе рассмотрена математическая модель движения заряженных 

частиц, содержащая нелинейное дифференциальное уравнение пятого порядка, подлежащее 

численному решению. Создана и представлена схема решения таких уравнений по методу 

Рунге-Кутты. Обобщены экспериментальные данные, интересные при рассмотрении 

движения ионов. Работа содержит отображенные графически участки траекторий для ионов 

натрия, калия и хлора. 

Ключевые слова: моделирование, метод Рунге-Кутты, нелинейное 

дифференциальное уравнение. 

 

The Abstract. The mathematical model of charged particles movement, which holds non-

linear differential equation of the fifth order subjected to numerical solving, is considered in the 

study. The scheme of such equations solving according to Runge-Kutta is developed and 

represented. The experimental data that is interesting while considering the ions movement is 

generalized. The study holds parts of sodium, potassium and chlorine’s trajectories represented 

graphically.  

Key words: modelling, Runge-Kutta method, non-linear differential equation. 

 

Введение. Известно [4], что сила радиационного трения (СРТ) 

пропорциональна рывку (третьей производной координаты по времени). При 

попадании иона в магнитное поле движение будет являться ускоренным в 
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результате действия магнитной составляющей силы Лоренца. Таким образом, 

движение будет затухающим.  

Следствием эффекта гидратации является увеличение стоксовского 

радиуса и массы частицы, что отдельным образом сказывается на характере 

трения. Для течений с профилем параболоида, в частности, возникающих в 

круглых трубах с ламинарным режимом, получены численно траектории частиц 

[5]. Для уточнения модели следует внести поправку на излучение. 

Сформулируем условие задачи: по оси круглой трубы радиуса R с 

ламинарным режимом течения движется ион со скоростью vmax (параллельно 

оси). Ион попадает в стационарное однородное магнитное поле с индукцией B. 

Известна масса m, заряд q и стоксовский радиус rSt иона. Среда в трубе – вода 

вязкости η. Число гидратации n. Найти траекторию его движения.  

Замечания. Система координат, в которой решается задача, имеет 

следующий вид: 

 
Рис. 1 Система координат 

 

В дальнейшем для сокращения записи уравнений используются 

различные коэффициенты. Здесь приводятся их выражения через физические 

константы. 

Таблица 1. Сокращенная запись коэффициентов 

Коэффициент Выражение 

С1 6πrStη/m 

С2 qB/m 

С3 6πrStηvmax /m 

С4 6πrStηvmax /(R
2m) 

CСРТ 2q2/(3c2) 

α0 -С4 

α1 C1
2/С2+С2 
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α2 -2С1/С2 

α3 1/С2- 2CСРТС1/(mС2) 

α4 2 CСРТ/(m С2) 

α5 CСРТ
2/(m2 С2) 

 

Система уравнений. В работе [5] получена система дифференциальных 

уравнений для случая без радиационного трения. Сила радиационного трения 

выражается следующим образом: 

 
С ее учетом система уравнений движения иона примет такой вид: 

 
Подстановкой (2.1) в (2.2) возможно получить уравнение: 

 
Где римскими цифрами в скобках обозначены производные по времени. 

Задача Коши для уравнения (3) примет вид: 

 
Решение для (3) предлагается получить методом Рунге-Кутты. Этот метод 

разностный, поэтому следует избегать асимптотического поведения функции. 

Доказано [5], что число Рейнольдса будет всякий раз много меньше единицы, в 

связи с чем производные координат любых порядков разрывов не испытывают. 

Начальные условия системы (2) включают в себя (4) и имеют вид: 

 
Для уравнения траектории необходимо интегрировать уравнение (2.1) с 

учетом (5): 

 
Окончательно представим (3) в виде: 

 
Численный метод. Известно [3], что метод Рунге-Кутты обобщается на 

системы уравнений. Такую систему можно получить из (3) путем 

переобозначения производных. В работе [2] представлена таблица 

коэффициентов для решения уравнений пятого порядка. С ее учетом составлена 

схема решения дифференциальных уравнений 5-го порядка.  

Усреднение (Mittelbildung) составит: 
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Численная модель. Для численного моделирования траекторий выбраны 

три следующих иона: Na+, K+, Cl-. В соответствии с известными значениями [1, 

6, 7], составлена таблица констант. 

Таблица 2. Значения констант 

№ 

п/п 

Ион Масса

, 10-27 

кг 

rst, 

нм 

q, 10-19 Кл η, 

мПа·

с 

R, м vmax, 

м/с 

c, м/с B, Тл 

1 Na+ 137.99 0.339 1.60217663

4 (точно) 

0.82 2·10-2 

(точно) 

2 

(точно) 

2997924

58 

(точно) 

1 

(точно) 

2 K+ 124.71 0.266 1.60217663

4 (точно) 

3 Cl- 89.171 0.228 -

1.60217663

4 (точно) 

Получен график для данных ионов.  
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Рис. 2 График траектории ионов 

 

Шаг составил 10-35 с. Выбраны 7 точек через 108 итераций. 

Заключение. В работе изучались траектории ионов в круглых трубах с 

ламинарным течением в магнитном поле. Для решения уравнений движения 

разработана схема Рунге-Кутты для уравнений пятого порядка. Обобщены и 

представлены данные по ионам в воде. Для однозарядных ионов калия, натрия 

и хлора представлены графически участки траекторий.  

Результаты исследования указывают на существование в природе видов 

движения, описание которых требует составления нелинейных 

дифференциальных уравнений пятого порядка. На основе метода Рунге-Кутты-

Фельдберга, развитого Л. Коллатцем и Р. Цурмюлем в середине XX века, 

построено численное решение поставленной задачи. Кроме того, освежение 

ранее полученных математических результатов позволяет эффективно их 
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применять не только для решения дифференциальных уравнений пятого 

порядка, но и дифференциальных уравнений более высоких порядков. 
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