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Аннотация. Работа представляет использование случайной выборки для восстановле-

ния постоянного сигнала на фоне шумов. Предложенный метод позволяет отказаться от ис-

пользования сглаживающих фильтров, даже если частоты возмущений выше, чем макси-

мальная частота дискретизации отсчетов сигнала. Демонстрируется использование фильтров 

случайной выборки и скользящего среднего для измерения сигналов постоянного тока теоре-

тически и экспериментально.   

Ключевые слова: Преобразование аналогового сигнала в цифровой, сбор данных, изме-

рение постоянного тока, случайная выборка, обработка сигнала. 

 

Abstract. This paper introduces the use of random sampling for the recovery of dc signals  

immersed in noise. This technique avoids the use of antialiasing filters even if the disturbance fre-

quencies are higher than the maximum sampling frequency available. The use of random sampling 

and a moving average filter for the measurement of dc signals is mathematically and experimentally 

demonstrated. 

Keywords: A/D acquisition, DC measurement, random sampling, signal processing. 

 

Введение 

Измерения постоянной составляющей тока на фоне случайных возмуще-
ний можно проводить, как с помощью аналоговой, так и цифровой обработки. 

Когда используется цифровая обработка, измеряемый сигнал должен быть дис-
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кретизирован с частотой, превышающей удвоенную максимальную частоту 

входного сигнала (теорема В.А. Котельникова) [1]. В некоторых случаях систе-

ма сбора данных не в состоянии выполнить это требование. Например, если 

один и тот же аналого-цифровой преобразователь (АЦП) получает множество 
сигналов из мультиплексированных каналов. В этих случаях требуется гро-

моздкий и дорогой низкочастотный сглаживающий фильтр на каждый вход, 

чтобы избежать наложения спектров. При этом если использовать только один 
фильтр на выходе мультиплексора, то это приводит к неприемлемым временам 

переходных процессов при переключении каналов, даже для системы сбора 

данных с низким разрешением. 

Отказ от использования сглаживающих фильтров приводит к систематиче-
ским погрешностям в измерениях. Это происходит потому, что информацию, 

полученную в результате обработки выборки, выполненной в равноотстоящие 

моменты времени, можно ошибочно интерпретировать как постоянную состав-
ляющую обрабатываемого сигнала. Более того, низкочастотные искажения 

сильнее заметны, когда частота дискретизации близка к частоте любой гармо-

ники помехового сигнала. Помимо этого, ошибки тем больше, чем выше корре-

ляция между мешающим сигналом и полученными дискретными отсчетами. По 
этой причине имеет смысл рассмотреть возможность использования случайной 

выборки вместо равноотстоящих по оси времени дискретных отсчетов. Цель 

случайной выборки — уменьшить или даже устранить корреляцию между по-
мехой и отсчетами сигнала. 

Проблема неравномерной выборки уже рассматривалась в [2, 3]. В этих 

работах проанализировано ее возможное применение для оценки спектральных 

функций. Авторы [4] применили стратегию случайной выборки и связанный с 
ней алгоритм фильтрации для эффективной реализации широкополосных изме-

рительных приборов, основанных на нелинейном преобразовании сигнала. В 

последнее время случайная выборка используется для измерения спектральных 

функций [5, 6]. Авторы работ [7, 8] использовали этот прием для анализа иска-
жений, вызванных случайным джиттером, который возникает системах, ис-

пользующих выборки в равноотстоящие моменты времени. 

1. Математическая постановка задачи 

Пусть необходимо измерить постоянную составляющую сигнала неизвест-

ной амплитуды A. Будем предполагать, что помеховый сигнал, на фоне которо-
го наблюдается полезный и который необходимо устранить, имеет чисто сину-

соидальный характер. Например, импульсивные возмущения предполагают 

наличие сигналов вида: 





n

k

ftktf
1

)2cos()( . 

Помимо этого считается, что помеховый синусоидальный сигнал имеет 

следующие параметры: 1) частота сигнала f неизвестна; 2) фаза  — случайная 
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величина, равномерно распределенная на интервале от –π до π; 3) амплитуда 

помехового сигнала В. 

Тогда входной сигнал имеет следующий вид: 

  ftBAtx 2cos)( . 

Кроме того, предполагается, что выборка из непрерывного сигнала x(t) 
производится в случайные моменты времени (далее будем называть ее «слу-

чайная выборка») с помощью идеальной функции выборки δ(t) (состоящей из 

последовательности δ-функций Дирака и схематично показанной на рис. 1). 
Интервал времени между двумя последовательными отсчетами выборки (пере-

менный интервал дискретизации) равен Ti: 

iDAi TT  /                                                      (1) 

где TA/D — минимальный интервал дискретизации, определяемый возможно-

стями используемой системы сбора данных (это обусловлено технологически-

ми факторами, обычно, временем измерения). i — случайные интервалы вре-

мени равномерно распределенные по закону:  

 








,,0,0

;0,1
)(

S

SS

Ti

TiT
if  

где TS — максимально возмож-

ное значение i. 
Значение TS устанавливает 

корреляцию между выборкой и 

входными сигналами. Если TS 
равно нулю, период снятия вы-

борки постоянен, и возникает 

корреляция между функцией 

выборки и теми входными помеховыми сигналами, частоты которых кратны 
1/TA/D. Поэтому, TS следует выбирать достаточно большим, чтобы гарантиро-

вать низкую степень корреляции между функцией выборки и любым входным 

сигналом. 

Если в качестве функции преобразования входного сигнала n взять 

фильтр скользящего среднего (ФСС) [9], то оценка значения постоянного тока 

Â  может быть представлена как:  

 



n

m
m

n

m
mn

tx
n

x
n

A
11

11
ˆ ,                                        (2) 

где xm — мгновенное значение входного сигнала в момент tm взятия отсчета вы-

борки, а n — число отсчетов в ФСС. Выражение для значений xm можно записать 

в следующем виде: 









 



m

i
im TfBAx

1

2cos .                                        (3) 

 
Рис. 1. Используемая функция взятия выборки 
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Нетрудно заметить, что выражение (3) зависит от m+1 случайных величин: 

начальной фазы  и интервалов взятия отсчетов Ti, для i=1, 2, ..., m. Из соотно-

шений (2) и (3) имеем: 

 
 



















n

m

m

i
in TfBA

n 1 1

2cos
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.                                    (4) 

Для исследования качества полученной оценки Â  (смещенности и эффек-

тивности в статистическом смысле) надо рассчитать ее первый момент распре-

деления M1[n]. Как известно, этот момент от функции нескольких случайных 

переменных [10, 11] можно представить в следующем виде: 

     












  nnnnn
dTdTdTTWM  1111 ,,, ,                       (5) 

где Wn+1(, T1,…,Tn) — совместная плотность распределения вероятности вели-

чин (, T1,…,Tn; T1,…,Tn — периоды n последовательно взятых отсчетов в окне 

фильтра. 

Случайные переменные , T1,…,Tn являются статистически независимыми. 
Следовательно, совместная плотность распределения вероятностей примет вид 

[10, 11]: 

Wn+1(, T1,…,Tn) = W1()W1(T1)… W1(Tn).                                (6) 
Так как все случайные параметры в (6) распределены равномерно на соот-

ветствующих интервалах, то последнее выражение можно переписать в виде: 

     
n

S

n

i
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T
TWWTTW
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 




2

1
,,,

1
1111  .                              (7) 

В выражении (7) учтено, что –π    π и TA/D < T1,…,Tn < TA/D+ TS. 
Подставляя (4), (7) и (1) в (5), имеем: 
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Из последнего равенства следует, что оценка параметра Â , задаваемая вы-

ражением (2), является несмещенной; более того, она не зависит от параметров 
n, TS и TA/D. Поэтому равномерная выборка (TS = 0) и случайная выборка дают 

несмещенные значения оценок параметра A. 

Теперь проведем исследование эффективности оценки (2) и сравним ее с 
эффективностью равномерной выборки. Для этого необходимо вычислить дис-

персию этой оценки, которая, как известно [11], рассчитывается из соотноше-

ния: 

    21
2

2
2

 nn MM ,                                         (8) 
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где  2
2 nM   — момент второго порядка. В (8) учтено, что математическое ожи-

дание величины n совпадает с ее первым начальным моментом M1[n]. Как из-

вестно [10, 11], значение  2
2 nM   определяется из соотношения: 

     

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







  nnnnn dTdTdTTWM  111
22

2 ,,,  

Подставляя в последнее выражение значение n из (4) и (7), получаем: 
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и после интегрирования окончательно: 
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Тогда дисперсия из (8) будет: 
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Из выражения (9) следует, что дисперсия величины n зависит от амплиту-

ды помехового сигнала В, числа отсчетов, усредняемых в ФСС, частоты сину-
соидальных колебаний, и значений периодов времени TS и TA/D. Для удобства 

рассмотрения нормализуем дисперсию (9) к дисперсии помехового сигнала B²/2 

[12, 13]: 

2
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На рис. 2 показана нормализованная дисперсия 2

N  (10) (сплошные линии) 

как функция частоты f для двух значений параметра n у ФСС. Нормализованная 

дисперсия (10) имеет локальные минимумы примерно при одних и тех же зна-

чениях частоты помехового сигнала. Для обоих значений параметра n дисперсия 
(10) имеет минимальное значение приблизительно в точке f = [2(TS + 2TA/D )]–1. 

Интересно, что с увеличением частоты рассматриваемая дисперсия оценки 

приближается к постоянной величине, равной дисперсии помехового сигнала, 

деленной на число отсчетов, используемых в ФСС. Этот результат получается 
таким же, как и в случае действия возмущения в виде нормального белого шума 

при равномерной дискретизации по времени [14]. Следовательно, предлагае-

мый метод дает возможность оценки значения постоянного тока A, поскольку 
он позволят снижать влияние помехового сигнала любой частоты. 

Интервал неопределенности измерения может быть установлен в зависи-

мости от величины дисперсии. Если предположить, что в силу центральной пре-

дельной теоремы оценка (2) имеет нормальную плотность распределения веро-
ятности [11], то можно считать с доверительной вероятностью, примерно равной 
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0,95 что пределы ошибки будут ±2N [15]. Увеличивая параметр n у ФСС этот 

интервал неопределенности можно уменьшить до требуемой величины. 

 
Рис. 2. График зависимости нормализованной дисперсии 

2

N  от частоты f:Сплошные линии 

— результаты расчета из выражения (10); точки — экспериментально измеренные дисперсии 

При условии взятия случайной выборки корреляция между возмущением и 

функцией выборки δ(t) по-прежнему существует и зависит от отношения 

TS/TA/D. Чем меньше это отношение, тем ближе дискретизация к случаю равно-
мерной выборки. Это проиллюстрировано на рис. 3. Он демонстрирует норма-

лизованную дисперсию в дБ как функцию частоты при параметре ФСС n = 10 и 

TA/D = 10 мс, для трех отношений периодов TS/TA/D.  

 
Рис. 3. График зависимости нормализованной дисперсии 

2

N  от частоты f для n = 10:  

a) TS/TA/D = 10;  б) TS/TA/D = 1; в) TS/TA/D = 0. 

Случай в), когда TS/TA/D = 0, соответствует равномерной дискретизации по 

времени. Из рисунка видно в среднем по всему частотному диапазону оценка по-
стоянной составляющей сигнала A методом ФСС с равномерной дискретизацией 

более эффективна, чем при случайной выборке. Однако на некоторых частотах 

(когда частота дискретизации кратна частоте помехового сигнала) дисперсия 
оценки при равномерной выборке существенно превышает дисперсию оценки 
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для случайной. На этих частотах влияние помех при равномерной дискретизации 

вызывает большие погрешности оценивания. Работа посвящена именно устране-

нию этих эффектов, для чего и разработан предлагаемый метод. 

2. Проверка метода 

Проверка метода была проведена, чтобы подтвердить теоретические ре-

зультаты. Числовые эксперименты были выполнены с использованием Matlab. 

Каждый эксперимент состоял из набора ni, где i = 1,2,…100, являющихся вы-

ходными сигналами фильтра скользящего среднего. На входе фильтра скользя-

щего среднего был синусоидальный сигнал постоянной частоты f и случайной 

фазы i. Этот сигнал был измерен десять раз (n = 10) случайным образом, со 

снятием выборки интервалов, полученных в (1), TS = 100 мс и TA/D = 10 мс. 

Каждый ni был получен из (5), где xk — измеренное значение входа в tk момент. 

Дисперсия n  по набору из 100ni определяется как: 

   





100

1

22

100

1

i
nni

ET                                        (11) 

где E[n] — среднее значение величины ni. 

Триста экспериментов было сделано для n = 10, охватывая частоты от 0 до 

150 Гц с шагом 1/2 Гц, и еще 300 были сделаны для n = 100. Рис. 2 показывает 
результаты этих экспериментов. Зависимость нормализованной разницы от ча-

стоты представлена точками, в то время как теоретическое следствие (20) пред-

ставлено сплошной линией. Можно заметить, что числовые и теоретические ре-

зультаты расположены очень близко. Худший случай - эксперимент, выпол-
ненный около 35 Гц с отклонением –4 dB от аналитического выражения. Со-

гласно аналитическому выражению, моделирование определяет диапазон меж-

ду 1 и 3 Гц, в котором имеется приближенное значение [2(TS + 2TA/D )]–1, выве-
денное из (10). 

Важная характеристика дисперсии может быть получена на рис. 2. Диспер-

сия уменьшается и достигает величины насыщения, которая чувствительна к 

числу отсчетов п. Чем выше число отсчетов, тем ниже величина насыщения. 
Результаты рис. 2 указывают, что сигнал постоянного тока, помещенного в 

синусоидальный шум, частота которого выше, чем максимально допустимая 

частота дискретизации, может быть легко измерен с использованием случайной 
выборки и ФСС. Ослабление переменного тока, нарушающего сигнал, обратно 

пропорционально числу выборок в фильтре скользящего среднего. Для n = 10, 

дисперсия обработанного помехового сигнала составляет 10 % от входной дис-

персии сигнала переменного тока. В терминах мощности, ослабление равно 10 
дБ для n = 10 и 20 дБ для n = 100. Если используется равномерная выборка, 

ослабление будет порядка 0 дБ на частотах, кратных частоте дискретизации 

выборки (рис. 3). 
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3. Результаты экспериментов 

Для экспериментальной проверки теоретических результатов использовал-

ся цифровой сигнальный процессор (ЦСП) без сглаживающего фильтра, со-

бранный на измерительной плате. Система была сконфигурирована с парамет-
рами TS = 100 мс и TA/D = 10 мс. Был получен входной сигнал, который состоял 

из сигнала постоянного тока A = 2 В и пика сигнала переменного тока с часто-

той f = 101 Гц и амплитудой B = 2 В. Входной сигнал сглаживался с помощью 
ФСС, реализованного в ЦСП. Выходные значения были преобразованы в ана-

логовые, чтобы рассматривать их, используя осциллограф.  

На рис. 4 приведен входной сигнал, который впоследствии обрабатывался 

с помощью ФСС для случая дискретизации входного сигнала путем взятия от-
счетов в равноотстоящие моменты времени (равномерная выборка). Можно ви-

деть синусоидальный сигнал с частотой 101 Гц, амплитудой 2 В и постоянной 

составляющей 2 В, которая является «полезным сигналом». 

 
Рис. 4. Входной сигнал 

На рис. 5 изображены результаты обработки входного сигнала, методом 
случайной выборки и ФСС для n =10. На графике виден случайный сигнал, 

среднее значение которого приблизительно равно 2 В. Если из этого сигнала 

вычесть постоянную составляющую, равную 2 В, то дисперсия (мощность) 
оставшегося случайного сигнала равна 0,2441 В², что намного меньше анало-

гичного параметра сигнала, дискретизированного с помощью равномерной вы-

борки. Рис. 5 также показывает, что примерно только 5 % значений выходят из 

диапазона Â , где 2

  = 0.2441 В² и  = 0,9881 В. 

Рис. 6 иллюстрирует осуществление случайной выборки, но со скользя-

щим средним 100 измерений. Мощность шума — 0.0228 V², то есть это еще 

лучше, чем получено на рис. 5. Значения из диапазона ±2Г(μ) составляют 5 % 
полного значения, (±2Г(μ) = ±2(0.0228)¹’² = ±0.302). Экспериментальные ре-
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зультаты показали, что лучшие эксплуатационные показатели при увеличенных 

n, что соответствует теории. 
TA/D = 10 мс, TS/TA/D = 10. 

 
Рис. 5. Данные осциллографа при использовании случайной выборки и ФСС (n =10),  

TA/D = 10 мс, TS/TA/D = 10 

 
Рис. 6. Данные осциллографа при использовании случайной выборки и ФСС (n =100), 

 TA/D = 10 мс, TS/TA/D = 10 

Заключение 

Работа демонстрирует использование случайной выборки как метода ис-

ключения возможных проблем в системах измерения. Использование фильтра 

скользящего среднего и взятия отсчетов выборки в случайные моменты време-

ни наиболее эффективно при измерении сигнала постоянного тока на фоне им-
пульсных шумов. В этом случае можно не использовать антиалайзинговые 

фильтры [14], применение которых настоятельно рекомендуются для равно-

мерной выборки. Более того описанный метод дает хорошие результаты оцени-
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вания, даже если частоты помехового сигнала выше, чем максимальная допу-

стимая частота дискретизации исследуемого сигнала. 

В работе приведены теоретические результаты, которые проверяются экс-

периментальным путем. Показано, что использование случайной выборки поз-
воляет снизить влияние импульсного помехового сигнала, который для просто-

ты вычислений моделируется с помощью гармонического сигнала. Степень 

снижения влияния шума зависит от числа отсчетов, усредняемых фильтром 
скользящего среднего. Результаты также показывают, что эксплуатационные 

характеристики метода зависят от степени корреляции между функцией снятия 

выборки и возмущением. Чем больше корреляция, тем больше риск возникно-

вения проблем, связанных алайзингом сигнала. 
О других приложениях сглаживающих окон при обработке сигнала и вы-

делении его из шума рассказано в работах [16-25]. 
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