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Аннотация. Идея данных кривых возникла из анализа петли групповой скорости об-

ратных волн. Через производную от повёрнутой синусоиды получим параметрическую 

функцию с набором периодических кривых: три новых типа осевых плоских спиралей и 

шлем-кривая. Наши спирали осевые, в отл. от завитых и от известных синус-спиралей. Все 

наши кривые сингулярно насыщенны: имеют кресты (пересечения), самокасания, петли и 

пики (или каспы – возвраты 1-го рода). Такие спирали и кривые дают простой анзац (описа-

ние и анализ), аппроксимацию фигур произвольной сложности (вкл. и суперпозицию), 

трансцендентных, неявных, экспериментальных и численных. В частности, анзац дисперси-

онных кривых обратноволновых мод в механике и электродинамике. Эти волны обладают 

«отрицательной» фазовой скоростью и рядом фундаментальных свойств, что и составило со-

временный флагман-тренд многопрофильной теории волн и технологий.  

Ключевые слова. Спирали, плоские осевые. Петли. Кресты (пересечения). Пики или 

возвраты 1-го рода. Кривые, трансцендентные, численные, экспериментальные, дисперсион-

ные. Обратные волны. 

 

Abstract. The paper proposes a new type of flat spirals. These are transcendental, axial, sin-

gularly rich spirals generated by a sinusoid, in contrast to the known sinusoidal spirals. These are 

axial spirals - unlike, as a rule, "point" ones, curled around a point. And these are singularly rich 

spirals - they include a number of features: arcs with double branching points, crosses, i.e. self-

intersections and -touches, loops and peaks or cusps of the 1st kind. Spirals of this type were ob-

tained by me as a simple ansatz of approximations of arbitrary complex (including superposition), 
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transcendental, numerical and experimental dispersion laws and dispersion curves of backward-

wave and waveguide processes. Backward waves are the most strongly dispersive waves with a 

“negative” (directed towards the emitter) phase velocity and a number of fundamental remarkable 

phenomena and properties; this is a modern creative direction of the multidisciplinary theory of 

waves and technologies. 

Keywords. Spirals, flat, axial, transcendent. Arcs of double branching, crosses, loops, cusps. 

Approximation of curves. Numerical, experimental, dispersion curves. Backward waves. 

 

1. Предисловие. Трансцендентные функции и кривые давно известны в 

математике и в точных отраслях всех уровней, от академического и профессор-

ского и до инженеров и старшеклассников. Конечно, Запредельность, как пере-

водится с лат. Transcendens, «говорит само за себя» и потому трансцендентные 

объекты аналитически весьма сложны, кроме Элементарных, доступных и 

школьнику. Тем не менее, тривиальная синусоида, как оказалось, не вполне 

изучена, порождает довольно интересные кривые, даже целые семейства. Этой 

темы мы уже касались в недавней статье [18] и в докладах на Конференциях 

здесь даём развитие вопроса. 

Известная [1–3, 18, 19] полу-петля групповой скорости U(v) обратных волн  

𝑎(𝑟 − 𝑈𝑡) sin(𝜎𝑟 + 𝑣𝑡) , 𝑈 > 0, 𝜎 > 0   
даётся производной, 𝑈 = ∂𝑣/ ∂𝜎, от функции волно-

вого числа 𝜎(v), имеющей вид извилистой кривой, 

см. рис. 1. (v – частота колебаний, t – время, r – осе-

вая координата). Извилина дисперсионной кривой 

обратных волн всегда отрицательного наклона: 𝜎𝑈 <
0. Так что волновой вектор и фазовая скорость про-

тивоположны групповой и энергетической скоро-

стям, и фаза волны набегает на источник излучения. 

В большинстве обратноволновых волновых структур 

кривая σ(v) обратной моды, как правило, в одну из-

вилину, однако на рис. 1 представлена кривая для 

модели с пятью извилинами (по мотивам [1, с. 53]), 

что более адекватно нашей повёрнутой синусоиде 

(рис. 2а нижеслед.). И, заметим, Обратная волна и 

Обратная функция – омонимичные понятия.  
Рис. 1. Дисперсионная кривая волнового числа σ(v) в  

пять извилин (по [1]) и петлистая спираль групповой скоро-

сти U(v), с 4-мя крестами, для 5 мод, вкл. две обратноволно-

вые, 2-ая и 4, [2]. 

 

2. Обобщение идеи. Повернём синусоиду на некий острый угол (0, 90°), 

полученную 𝑦(𝑥) дифференцируем  𝑓(𝑥) =  1/𝑦′(𝑥) – что и даёт набор нетри-

виальных периодических вещественных кривых. Во-первых, три новых типа 

плоских спиралей, трансцендентных, осевых, сингулярно насыщенных, хотя и 

порождённых, казалось бы, всего лишь повёрнутой банальной синусоидой, и в 
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отл. от классических синусоидальных спиралей. Это будут осевые спирали, в 

отл. от, как правило, «точечных», завитых вокруг точки. Возможно также 

обобщение: плоское, при искривлении оси x, и пространственное и ср. с винто-

выми линиями (в п. 3.2 замечание 1). Кроме того, построено две периодических 

кривых, разрывная и шлемовидная, а также вырождение в эллипс. Все 5 видов 

полученных кривых содержат ряд сингулярностей: обычные перегибы и дву-

кратные ветвления и нетривиальные петли, кресты (т.е. пересечения), самопри-

косновения и пики или каспы – точки возврата 1-го рода с двумя симметрич-

ными ветвями. Такого типа спирали, названные нами Петлистой, Бинарной и 

Сгущённой, и Шлемовидная кривая представляют, по-видимому, простой анзац 

(описание и анализ) крестов, касаний, петель, извилин и каспов произвольных и 

сколь угодно сложных кривых и функций (вкл. суперпозицию). Таких как 

трансцендентные, неявные, специальные, алгебраические (высоких порядков) и 

не заданные аналитически, численные и экспериментальные. Чему нами и 

найдено приложение, в частности, в анализе дисперсионных кривых 𝜎(v) и U(v) 

обратноволновых и волноводных процессов в механике и электродинамике. 

Обратные волны – это весьма, наиболее сильно диспергирующие волны, обла-

дающие «отрицательной» фазовой скоростью (направленной к излучателю) и 

целым рядом фундаментальных эффектов, явлений и свойств. Так что обратно-

волновая физика – это современное, особенно последних 2-3 десятилетий, креа-

тивное направление, отмеченное мировыми и отечественными наградами и но-

минациями, и образовавшее передовой флагман-тренд многопрофильной тео-

рии волн и технологий ([2–5, 19] и мн. др.).  

В современной геометрии собраны целые реестры всевозможных плоских, 

а также пространственных кривых, справочники и трактаты, каталоги и указа-

тели, и множество сайтов, см., например, [6, 7]. В основном алгебраических 

кривых, т.к. трансцендентные объекты представляют собой извечную проблему 

прикладной и чистой математики, оправдывая в целом своё определение: «не-

доступные познанию», лат., – [6–9] и др. В частности, алгебраические плоские 

вещественные кривые высокой степени анализируются в рамках 16-й проблемы 

Гильберта – [11], [10], серия замечательных докладов. Так что рассмотренные 

здесь нами кривые нетривиально, будем надеяться, пополнят трансцендентную 

тематику. Заметим также, что в замечательной, онлайн обновляемой «Encyclo-

pedia of Mathematics» [9], переведённой с нашей 5-томной, трансцендентным 

функциям и кривым уделено лишь по несколько строк, особенно в ср. с алгеб-

раическими объектами. 

 

3. Новые типы трансцендентных спиралей и периодическая шлемо-

видная кривая 

3.1. Периодические кривые. Исходим из 𝑦𝑢 = 𝑎 sin(𝑏𝑥𝑢), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑹. Аз-

бучный переход к другим координатам, при повороте на  (рис. 2а) и с возмож-

ным сносом (на y0, x0), даёт для производной: 

𝑓(𝑥) = ∂𝑥/ ∂𝑦 = (1 + 𝑎𝑏𝑡 cos(𝑏𝑥𝑢))/(𝑡 − 𝑎𝑏 cos (𝑏𝑥𝑢)),       (1) 
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𝑥 = 𝐴 + 𝑥𝑢𝑐 − 𝑠𝑎 sin (𝑏𝑥𝑢);  𝑦(𝑥) = (𝑥0 + 𝑥𝑢)𝑠 + (𝑎 sin (𝑏𝑥𝑢) − 𝑦𝑢0)𝑐,   

𝑠 = sin 𝜃,  𝑐 = cos 𝜃,  𝑡 = tan 𝜃,  𝐴(𝜃) =  𝑠𝑦0 − 𝑐𝑥0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑥𝑢).  

Полученная параметрическая f(x) немного подобна трохоиде.  

Из набора кривых f(x) графо-аналитически определяем нижеследующие 

пять видов новых периодических кривых, вкл. три типа спиралей и шлемовид-

ную кривую.  

Разрывная кривая (разрывы 2-го рода, ) – периодическая кривая при ма-

лых докритических углах  < 𝐾𝑝1 = arctan (1/𝑎𝑏), ещё не спираль. (𝐾𝑝1 =

 45° при 𝑎 = 𝑏 = 1). Эта кривая отчасти подобна секансу, не имеет пик (каспов) 

и не касается абсциссы – не приведена на рис., не столь интересна. Точки её 

разрыва 𝑥𝜅(𝑥𝑢𝜅) даются из уравнения 𝑎𝑏 𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥𝑢 = 𝑡 с простым периодом по xu ,  

𝑥𝑢𝜅 = (𝑥𝑢0 + 2𝜅𝜋)/𝑏,  к∈ℤ.  

Шлемоида – шлемовидная, шлем-кривая f(x) при  = 𝐾𝑝1, рис. 2с. Шле-

моида подобна циклоиде. Это периодическая кривая, опёртая пиками на ось x и 

с вершинами до бесконечности. Здесь точки возврата 1-го рода, при 𝑏𝑥𝑢 = 𝜋 +
2𝜅𝜋, представляют собой, в данном случае, вырождение петли в остриё (см. 

замечание 2Б, ниже).  

 

3.2. Три вида осевых трансцендентных спиралей  

Петлистая спираль, рис. 2а. Для  ∈ (
𝐾𝑝1

; 𝐾𝑝2), 𝐾𝑝2 = arctan (3𝜋/2𝑎𝑏), 

или 45° ≤ 78° при единичных a и b. Данная петлисто-спиральная кривая по-

добна удлинённой циклоиде-трохоиде. 
 

 
 

Рис. 2. Два вида спиралей на базе повёрнутой синусоиды: а) с петлями (вкл. кресты), при по-

воротах 𝐾𝑝1𝐾𝑝2  и b) с точками самоприкосновения, при  = 𝐾𝑝2.  
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И шлемовидная кривая (с), при  = 𝐾𝑝1.  

Бинарная спираль, рис. 2b. Критический угол 𝐾𝑝2 ≈ 78,02°, при 𝑎 = 𝑏 =

1, или в общем случае 𝐾𝑝2(𝑎, 𝑏) = arctan (3𝜋/2𝑎𝑏). Бинарная спираль имеет на 

одном периоде две точки пересечения, по одной-две петли и точки самопри-

косновения, или, кратко, самокасания (наш термин).  

Сгущённая спираль. При повороте, 𝐾𝑝2 90°, спираль сгущается по 

сравнению с бинарной. Появляются возрастающие, с ростом угла, счётные 

множества петель и крестов, а также дискретно (по θ) возникающие точки са-

мокасания. 

Эллипс. При 90О – вырождение спирали в эллипс, с полуосями а и ab, и, в 

частности (𝑏 = 1), в окружность. 

Для сравнения отметим, что классическая синус- или синусоидальная спи-

раль (𝜌𝑛 = 𝑎𝑛cos (𝑛𝜑); Колин Маклорен, 1718г.) включает в себя, как частные 

случаи, при различных n, ряд классических кривых. Это лемниската Бернулли, 

кубика Чирнгауза (или Лопиталя), логарифмическая спираль Декарта, обычные 

гипербола и парабола и др. кривые. Наша функция (1) включает четыре новых 

трансцендентных периодических кривых, три вида осевых спиралей и шлемо-

видную кривую, а также обычный эллипс.  

Замечание 1, о подобии с проекциями цилиндрического винта 𝑡 →
(𝑎 cos 𝑡 , 𝑎 sin 𝑡 , 𝑡/𝑏) . Взяв в руки винтовую пружину, можно продемонстриро-

вать следующее. Косая проекция винта на любую из плоскостей, параллельных 

оси z, даст подобные рассмотренным, осевые спирали, петлистую, бинарную и 

сгущённую. Однако это чисто внешнее подобие, а не количественное совпаде-

ние. Кроме того, шлемовидная проекция винта содержит только пики, противо-

положных вершин, в отл. от рис. 2с. В проекциях нет также разрывной кривой 

(см. в п. 3.1). Различие также и в получении круга и эллипса (п. 3.2). Т.о., в це-

лом структура нашей функции (1) и её плоских кривых сложнее проекций вин-

товой.  

Замечания 2, терминологические. А) Краткий термин Крест известен в со-

временной геометрии и топологии [11, с. 7]. Символ же пересечения ∩, уже 

общенаучный (а не только теорий множеств, вероятностей и математической 

логики), был введён Дж. Пеано ещё в 1888г. В физической же теории волн 

обычно говорят о Пересечении дисперсионных кривых (см., например, [5; 12, § 

64]), где понятие «пересечения», пожалуй, общелитературное. Отмечу также, 

что крест плоских кривых с острым углом и, в частности, с прямым, с которым 

в основном и ассоциируется слово Крест.  

Б) Термин Пика, как лаконичный синоним заострению (или возврату) 1-го 

рода и второму синониму Касп, введён нами в 2018 г. [5] и независимо Автора-

ми статьи «Касп» в Википедии (правки дек. 2018). Причём в отличие от крайне 

острой Пики, Пик более адекватен излому с угловой точкой, ввиду различия их 

этимологии: Пика – от фр. pique, колющее оружие, а Пик – лат. и фр. рiс – ост-

роконечная вершина с острым или же тупым углом.  
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В) Общепринятому выражению «точка самоприкосновения», предлагается 

наше краткое самокасания, вполне не затрагивающее смысл этой сингулярно-

сти. 

Г) Вообще, терминологическая проблематика важна в науке и, в частности, 

в физике и математике, [2, с. 1415; 11, с. 30; 13; 14] и др. Вплоть до диссонанса 

меж дисциплинами и эпохами, с «архаичной», хотя классической, и современ-

ной терминологией и публикациями (см., например, [8, p. iii–iv]). Философский 

и науковедческий анализ взаимоотношений в целом математики, механики, а 

также физики, предпринят в уникальной книге [14]. Как известно, большинство 

советских математиков, А. Д. Мышкис, С. П. Новиков, Б. В. Шабат и многие 

другие, успешно сотрудничали с механиками и физиками, см. например, [14, 

15]. И более того, Анатолий Дмитриевич Мышкис свою указанную [14] меж-

дисциплинарную книгу «Механика и прикладная математика …» считал «са-

мым серьёзным делом моей <целой – В.Б.> жизни» [16, с. 243].  

 

4. Заключение. Обратноволновая физика – это новое, последних 2-3 деся-

тилетий, весьма перспективное, фундаментальное направление в теории волн и 

технологий ряда отраслей механики и электродинамики. Причём Россия, вслед 

за Советским Союзом, начиная с 1940/50-ых гг. (знаменитые лекции Л. И. Ман-

дельштама, лампы ЛОВ– обратной волны, обратноволновая электроника СВЧ), 

сохраняет передовые позиции в теории обратных волн, благодаря трудам Весе-

лаго В. Г., Ерофеев В. И., Кузнецова И. Е., Малюжинца Г. Д., Шевченко В. В. и 

целой плеяды отечественных учёных и коллег ([2–5, 19] и др.). Получение, рас-

чёт или измерение, и анализ дисперсионных кривых волнового числа, группо-

вой и фазовой скоростей представляет значительную, базовую проблему в со-

временной теории и технологии волн, тем более обратных, наиболее дисперги-

рующих волн. Дисперсионные уравнения, функции и кривые в аналитических 

задачах, как правило, трансцендентны, нередко неявны, рассчитываются в ос-

новном асимптотически и численно, или, в вычислительных отраслях – числен-

ными методами, в экспериментальных работах – измеряются. В двух последних 

– виртуальные функции и кривые (автор, 2017, см. в [18]). Здесь и возникла 

наша идея [5] производной от извилистой кривой, в частности, от синусоиды. 

Обобщая и абстрагируясь, получаем анзац не только дисперсии волн, но и во-

обще крестов, петель, пик и других сингулярных элементов и фигур сложных 

аналитических и виртуальных, численных и экспериментальных кривых. (Заме-

тим, анзац – формулы, приближение, асимптотика, описание и анализ, ср. [17, 

с. 35] и др.). А простая связь, через производную, извилины и петли, перегиба и 

пики представляется конструктивным методом анализа этих сингулярных объ-

ектов произвольных плоских функций и кривых.  

Работа была представлена ранее на конференциях механиков в ИПМех 

РАН, 2022, машиноведов в ИМАШ РАН, 1918г, и отчасти математиков, ВСГУ-

ТУ-Байкал, 2017, [см. в 18]. 
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