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Аннотация. Разработана математическая модель газодинамических процессов в 

электронагревательной установке для подогрева природного газа, нагнетаемого в 

нефтяную скважину, основывающаяся на одномерных и трехмерных уравнениях 

нестационарного потока идеального газа в цилиндрической полярной системе ко-

ординат. Газодинамическая модель сопряжена с двухмерной моделью нестацио-

нарной теплопроводности с внутренними источниками тепла, описывающей про-

цесс теплопроводности в элементах нагревателя. Приводятся некоторые результа-

ты расчетов. 

 

Ключевые слова: математическая модель газодинамических процессов, электро-

нагревательная установка для подогрева природного газа, трехмерный нестацио-

нарный поток идеального газа, цилиндрическая система координат 

 

Abstract. A mathematical model of gas-dynamic processes in an electrical heating unit 

for heating natural gas injected into an oil well has been developed. The model is based 

on one-dimensional and three-dimensional equations of unsteady flow of ideal gas in a 

cylindrical polar coordinate system. The gas-dynamic model is coupled with a two-

dimensional model of unsteady heat conduction with internal heat sources, describing 

the process of heat conduction in the heater elements. Some calculation results are pre-

sented. 
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system 

 

1. Введение  

В связи с ускоренным развитием средств вычислительной техники и мето-

дов прикладной математики в последние десятилетия, методы математического 

моделирования процессов в различных технических устройствах также получи-

ли сильное развитие. Математические модели, являясь мощным инструментом 

исследования сложных термогазодинамических процессов в устройствах и аг-

регатах теплоэнергетики, становятся важным средством в процессе разработки 

и оптимизации конструктивных параметров этих устройств. При этом методы 

математического моделирования могут соперничать с экспериментальными ме-

тодами, значительно экономя время и материальные средства при разработке и 

доводке упомянутых устройств. Это в полной мере можно отнести и к процессу 

разработки теплообменных аппаратов, применяемых для подогрева природного 

газа, нагнетаемого в нефтяную скважину при добыче нефти для поддержания 

давления в нефтеносном пласте. 

При определении конструктивных параметров теплообменных аппаратов 

важнейшим этапом является определение необходимой площади поверхности 

теплообмена исходя из заданных условий, а именно, тепловой нагрузки аппара-

та, расхода  теплоносителей и их температур на входе и выходе. Раньше наибо-

лее часто для этого производился статический расчет для установившихся теп-

ловых и газодинамических режимов теплообменных аппаратов [1]. Методика 

расчета по оптимизации параметров теплообменного аппарата, предложенная в 

работе [2], основывается на применении статического подхода к расчету про-

цессов теплообмена и течений сред. Подобный подход не учитывает многих 

конструктивных особенностей аппарата, распределения температур по поверх-

ностям теплообмена, изменения температур теплоносителей по объему и вдоль 

движения потоков, потерь тепла за счет теплообмена с окружающей средой и 

особенно, конфигураций и газодинамических характеров потоков теплоносите-

лей и требует примерного задания значений некоторых параметров. Это услож-

няет и продлевает процесс дальнейшей экспериментальной доработки этих аг-

регатов.  

Поэтому в последние десятилетия для решения этих задач предложены 

различные методы математического моделирования нестационарных процес-

сов, происходящих в теплообменных аппаратах. Так, например, в работе [3] 

приводится математическая модель нестационарных тепловых процессов в 

противоточном теплообменном аппарате. Как тепловые, так и газодинамиче-

ские процессы в объемном аппарате описаны одномерными нестационарными 

уравнениями, которые решены численными методами. Конечно, нестационар-

ная постановка задачи является большим шагом вперед по сравнению со стаци-

онарной постановкой. Однако, численное моделирование как тепловых, так и 

газодинамических процессов в одномерной постановке не может с достаточной 
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точностью учитывать все аспекты процессов, происходящих в объемном аппа-

рате. 

В работе [4] приводятся особенности математической модели в теплооб-

менном аппарате, осуществляющем подогрев нефти за счет теплоты воды, то 

есть теплообмен в аппарате происходит между двумя жидкими средами, чем 

по-видимому объясняется решение задачи в одномерной постановке. Гидроди-

намические процессы моделируются с использованием достаточно точных, 

осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье-Стокса для вязкой несжимаемой 

жидкости, с учетом турбулентности сред. Уравнения решены численным мето-

дом конечных объемов. Приводятся результаты численного моделирования 

процессов в теплообменном аппарате.  

Следует особо отметить математическую модель газодинамических про-

цессов в теплообменном аппарате, предложенную в работах [5, 6], базирующу-

юся на уравнениях Навье-Стокса в трехмерной декартовой системе координат. 

Уравнения решены методом крупных частиц. Однако, по нашему мнению, 

представление уравнений в инвариантах Римана нельзя считать удачным, так 

как для строгого соблюдения законов сохранения при численном решении этих 

уравнений, предпочтительнее было бы их представление в консервативных пе-

ременных.  

В последнее время в связи с появлением пакетов универсальных про-

граммных систем, содержащих программы готового решения сложных типовых 

уравнений, в том числе их численного решения для облегчения решения раз-

личных задач по численному моделированию и проектированию разных про-

цессов, протекающих в технических устройствах, появились научные работы, 

использующие возможности этих программных систем. Одним из примеров 

использования таких программ является работа [7], в которой для решения по-

ставленной задачи использована система программирования ANSYS. В работе 

[7] система программирования использована для оптимизации параметров теп-

лообменника. При этом в трубках теплообменника течение среды рассматрива-

ется как одномерное течение, а во входной камере моделируется простран-

ственное течение среды и в статье приводятся результаты визуализации про-

странственного течения. Система программирования ANSYS использована 

также в работе [8] для оптимизации конструктивных параметров теплообмен-

ного аппарата в трехмерной постановке задачи. 

Таким образом, в результате анализа рассмотренного материала можно 

сделать заключение о том, что для более точного учета процессов теплообмена 

при математическом моделировании требуется возможно более корректный 

учет конвективного переноса тепла рабочей средой и распределения темпера-

туры по поверхностям теплообмена, учет конфигураций потоков теплоносите-

лей, что подразумевает моделирование нестационарных газодинамических и 

термодинамических процессов, а также теплопроводности в трехмерной поста-

новке задачи. Это, в свою очередь, требует создания термогазодинамической 

математической модели турбулентного, нестационарного потока с точным уче-
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том конфигурации потока газа в теплообменном аппарате с применением соот-

ветствующей системы координат, обеспечивающей более точное вписывание в 

геометрическую конфигурацию аппарата. Кроме того, для строгого соблюдения 

законов сохранения уравнения газодинамических процессов должны быть 

представлены в консервативных переменных, а численные методы их решения 

удовлетворять законам сохранения. 

 

2. Постановка задачи  

Объектом исследования является электронагревательная установка, кото-

рая применяется для подогрева природного газа, нагнетаемого в нефтяную 

скважину при газлифтной добыче для поддержания давления в нефтеносном 

пласте [9]. 

 
 

Рис. 1. Схема электронагревательной установки. 

 

Схема электронагревательной установки представлена на рис. 1. Элек-

тронагревательный элемент представляет собой трубчатый нагреватель (1), 

внутри которого размещена электрическая спираль (2), намотанная на цилин-

дрическую поверхность. Внутренняя полость нагревательного элемента запол-

нена теплопроводящим и электроизоляционным материалом. На наружной ци-

линдрической поверхности нагревательного элемента имеются спиралевидные 

направляющие ребра (3), имеющие тепловой контакт с наружной поверхностью 

(4) нагревательного элемента. Внутреннее пространство ребер образует три па-

http://mathmod.esrae.ru/


Математическое моделирование, компьютерный и натурный   2025, №3 

эксперимент в естественных науках  http://mathmod.esrae.ru/             ISSN 2541-9269 

 

раллельных спиралевидных канала с прямоугольным проходным сечением в 

виде трехзаходного винта, намотанного на цилиндрическую поверхность (4) 

нагревательного элемента. Из входного патрубка (5) газ поступает в три парал-

лельных спиралевидных канала, являющиеся первой ступенью нагревателя.  

Ребра не имеют теплового контакта с наружной цилиндрической оболочкой (6) 

аппарата. 

Из выхода первой ступени нагревателя газ отводится с помощью проме-

жуточного патрубка (7) и подводится во внутреннюю цилиндрическую полость 

(8) нагревательного элемента, являющуюся второй ступенью нагревателя. 

Внутри цилиндрической полости нагревателя на оси (9) неподвижно установ-

лен однозаходный шнек (10), который для интенсификации процесса теплоот-

дачи между внутренней цилиндрической поверхностью (11) нагревателя и га-

зом придает потоку газа вращательное движение. Шнек не имеет теплового 

контакта с внутренней поверхностью нагревателя (11), а имеет контакт с цен-

тральной осью, к которой приварен. 

Теплообменные процессы в полостях и каналах теплообменника, в част-

ности, процессы конвективного теплопереноса и теплоотдачи между газом и 

стенками тесно связаны с перемещениями масс газа, т.е. с газодинамической 

ситуацией в аппарате. Поэтому, модель газодинамических процессов является 

неотъемлемой частью общей термогазодинамической математической модели 

аппарата. Следовательно, в систему уравнений термогазодинамических процес-

сов в аппарате, кроме уравнений, описывающих процессы теплопроводности, 

должны быть включены также уравнения сплошности, количества  движения и 

энергии, с учетом конвективного теплопереноса и теплоотдачи между газом и 

стенками,  что и является предметом настоящей работы. 

 

3. Система определяющих уравнений  

Каждый из спиралевидных каналов (рис. 1) первой ступени нагревателя 

имеет прямоугольное сечение с размерами 44 мм × 48,5 мм и длину 20,45 м. 

Поток в канале с такими соотношениями размеров с достаточной точностью 

может быть рассмотрен как одномерный. Поэтому для описания потока в каж-

дом из каналов первой ступени можно применить уравнения одномерного не-

стационарного потока сжимаемого, вязкого газа, с учетом теплоотдачи через 

стенки, ограничивающие поток и газодинамического сопротивления. В интер-

вале рабочих температур нагревателя природный газ (метан) может быть рас-

смотрен как идеальный газ. 

Нестационарный поток идеального газа в одномерном канале описывается 

системой одномерных уравнений в консервативных переменных – уравнениями 

сплошности, количества движения и энергии:   
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Здесь:  – плотность газа; p – давление; x – координата по длине канала;  – 

время; wT  – скорость потока в канале;  – коэффициент газодинамического со-

противления канала; dT – эквивалентный диаметр канала; w1, w2, w3 – коэффи-

циенты теплоотдачи между потоком газа и стенками ребер, наружной цилин-

дрической поверхностью нагревателя и внутренней цилиндрической поверхно-

стью наружной оболочки аппарата, соответственно; Tw1, Tw2,  Tw3 – температуры 

стенок ребер, наружной цилиндрической поверхности нагревателя и внутрен-

ней цилиндрической поверхности наружной оболочки аппарата, соответствен-

но; fT    – площадь поперечного сечения канала; Fw1, Fw2,  Fw3 –площади ребер, 

наружной цилиндрической поверхности нагревателя и внутренней цилиндриче-

ской поверхности наружной оболочки аппарата, соответственно; e – плотность 

полной энергии газа (полная энергия единицы объема газа);  i   – удельная эн-

тальпия газа. 

Члены в правой части уравнения (3) отдельно учитывают теплообмен 

между потоком газа и поверхностями ребер, наружной цилиндрической по-

верхностью нагревателя и внутренней цилиндрической поверхностью наруж-

ной оболочки аппарата, окружающими поток. 

Система уравнений (1)-(5) дополняется уравнением состояния идеального 

газа  p=RgT , где Rg – газовая постоянная. Кроме того, для определения коэф-

фициентов газодинамического сопротивления канала и теплоотдачи между по-

током газа и стенками используются соответствующие критериальные соотно-

шения [10]. 

Течение во второй ступени нагревателя – во внутренней цилиндрической 

полости нагревателя с установленным неподвижным шнеком имеет объемный 

характер и хорошо вписывается в цилиндрическую систему координат. Поэто-

му для наиболее полного и точного учета конфигурации потока в цилиндриче-

ской полости, упрощения сопряжения системы координат со стенками полости 

и упрощения граничных условий, уравнения математической модели потока га-

за во второй ступени нагревателя составлены в трехмерной цилиндрической 

полярной системе координат r, , x . На рис. 2 представлена система координат, 

вписанная  во внутреннюю цилиндрическую полость нагревателя с профилем 
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шнека (а) и схема элементарного расчетного объема (б). Область счета расчет-

ной сеткой и стенками шнека разделена на множество элементарных расчетных 

объемов, для каждого из которых в процессе вычислений решается система 

уравнений потока, и определяются все газодинамические и термодинамические 

параметры среды. 

 

 
                                              а)                                                     б) 

 
Рис. 2. Расчетная сетка области счета в цилиндрической полярной системе 

координат (а) и схема элементарного расчетного объема (б) во второй 

ступени нагревателя (k - номера расчетных сечений в направлении координатной 

оси x; i - номера расчетных сечений в направлении координатной оси радиуса r; 

j - номера расчетных  сечений по угловой координате θ ). 

 

В принятой системе координат уравнение сплошности потока имеет вид: 
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В качестве уравнений количества движения газовой среды используются 

уравнения Навье-Стокса в консервативных переменных [11], наиболее полно 

описывающие нестационарный пространственный, турбулентный поток вязкой, 

сжимаемой среды: 
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Принятое уравнение энергии учитывает как перенос тепла в результате 

конвекции, молекулярной и турбулентной теплопроводностей, так и диссипа-

цию энергии за счет молекулярной и турбулентной вязкостей, а также теплоот-

дачу между поверхностями, контактирующими с расчетным элементом и газом 

(если расчетный элемент контактирует со стенками): 
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Здесь, дивергенция вектора скорости в цилиндрической системе коорди-

нат: 
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Оператор Лапласа в уравнениях (7)-(10) для некоторой функции ξ  в ци-

линдрической системе координат расшифровывается как: 
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В уравнениях (6)-(10)  u, v, w – проекции вектора скорости потока W соот-

ветственно, в направлениях r, ,  x ;  

i  удельная энтальпия газа, для идеального газа   i=cp T; 

е – плотность полной энергии газа (полная энергия единицы объема газа), 

известно, что e= (cvT+0,5W2); 

 , Т 
 – коэффициенты динамической молекулярной и турбулентной вяз-

костей среды; 

 , Т  – коэффициенты молекулярной и турбулентной теплопроводностей 

среды; 

  – время; 

V - объем расчетного элемента; 

w – коэффициент теплоотдачи между потоком газа и стенкой, контакти-

рующей с расчетным элементом; 

fw – площадь поверхности, контактирующей с расчетным элементом; 

Tw – температура поверхности, контактирующей с расчетным элементом; 

 - диссипативный член (из-за громоздкости, известное выражение дисси-
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пативного члена здесь не приводится)  [11]. 

Система уравнений  (6)-(10) также замыкается уравнением состояния иде-

ального газа. Предполагается, что газ представляет собой “ньютоновскую сре-

ду”. 

Использованная форма уравнений (6)-(10) в консервативных переменных  

обеспечивает более точное соблюдение законов сохранения массы, импульса и 

энергии при их численном решении. 

Для определения показателей турбулентности потока за основу принята 

теория турбулентности  Прандтля – теория “пути перемешивания” [11]. Коэф-

фициенты турбулентной вязкости в направлении соответствующих координат с 

учетом трехмерности потока согласно этой теории в цилиндрической системе 

координат могут быть определены из выражений: 
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Коэффициенты турбулентной теплопроводности в направлениях соответ-

ствующих координат определяются из следующих выражений: 
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Суммарные значения коэффициентов турбулентной вязкости и теплопро-

водности соответственно: 
2
w

2
v

2
uT   , 

2
w

2
v

2
uT   . 

В выражениях (11) и (12) lu, lv, lw являются соответствующими проекциями 

пути перемешивания в теории Прандтля, которые не определяются в рамках 

этой теории. Для определения пути перемешивания предложено множество эм-

пирических и полуэмпирических выражений, определяющих значения этого 

параметра, главным образом, в зависимости от расстояния от стенок полости и 

конфигурации потока [11]. 

Дифференциальные уравнения, описывающие потоки газа в трех каналах 

первой ступени и в цилиндрической полости второй ступени дополнены гра-

ничными условиями, сопрягающими эти потоки между собой, а также описы-

вающими взаимодействие потоков со стенками, ограничивающими потоки. При 

этом для описания взаимодействия потока во второй ступени со стенками шне-

ка, в уравнениях трехмерного потока (6)-(10) учитываются особенности непол-

ных расчетных ячеек, граничащих со стенками шнека. 

Для моделирования нестационарных процессов теплопроводности в телах 

стенок, перегородок и нагревательного элемента аппарата составлена отдельная 

математическая модель на основе двухмерных уравнений Фурье нестационар-

ной теплопроводности с внутренними источниками теплоты [12], которая со-

пряжена с вышеприведенной газодинамической моделью потоков газа. 
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Следует отметить, что методика математического моделирования не учи-

тывает влияние токов Фуко на процесс нагрева металлических элементов аппа-

рата. Нагревательную спираль аппарата, питающуюся переменным током мож-

но рассматривать, как обмотку катушки, намотанную на стальной сердечник, 

каковым можно считать цилиндрические стенки стальной трубы, на которую 

намотана спираль. Поэтому в теле стальных перегородок и стенок аппарата бу-

дут индуцироваться вихревые токи, называемые токами Фуко, которые будут 

их нагревать. При составлении математической модели аппарата теплотой, 

подводимой к металлическим элементам аппарата в результате этого явления, 

пренебрегается и считается, что вся подводимая к спирали электрическая энер-

гия превращается в тепловую энергию. 

Дифференциальные уравнения математической модели решены конечно-

разностным методом – так называемым методом “распада произвольного раз-

рыва” С.К.Годунова [13]. Использована хорошо зарекомендовавшая себя при 

решении данной задачи разновидность метода, называемая “звуковым распадом 

разрыва”, позволяющая избегать процесса итерации и сократить объем вычис-

лений.  

Расчет ведется методом установления. Для достижения установившегося 

режима работы нагревателя расчет начинается с некоторыми заданными 

начальными значениями параметров и продолжается до стабилизации значе-

ний, характеризующих как газодинамические, так и тепловые процессы. Начало 

расчета возможно с любыми начальными условиями, в том числе, с соответ-

ствующими состоянию включения «холодного» нагревателя. Однако, задание 

значений параметров, близких к их установившимся значениям ускоряет до-

стижение установившегося режима и экономит время на проведения расчета. 

Как показывают расчеты, для достижения установившегося режима при разум-

но заданных начальных условиях требуется 45-50 минут работы нагревателя, на 

моделирование которых расходуются десятки часов машинного времени со-

временного персонального компьютера. 

 

4. Результаты  

На рис. 3 представлены графики распределения температур цилиндриче-

ских элементов электронагревательной установки вдоль верхних образующих 

(а), а также температуры потока газа в направлении центральной оси аппарата 

(в) в сопоставлении со схематическим разрезом нагревателя (б). Расчет произ-

веден для электрической мощности нагревателя 10 кВт, при давлении газа на 

входе в аппарат, равном 29 бар и температуре 293 К, температуре окружающей 

среды 293 К и расходе газа, приведенном к стандартным условиям, равном 833 

м3/час.  

Как видно из графиков, в сечениях, соответствующих торцам аппарата, в 

результате теплопроводности торцевых стенок, температуры нагревательного 

элемента и концевых сечений наружной оболочки сближаются. По мере движе-

ния потока газа по каналам между ребрами первой ступени и его нагрева (в), 
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наблюдается тенденция повышения температур также и стенок нагревательного 

элемента и наружной оболочки. Характер изменения температуры ребер внут-

реннего шнека имеет обратный уклон, так как внутренний шнек не имеет теп-

лового контакта с нагревательным элементом, а нагревается за счет теплообме-

на с потоком газа. По всей длине разность температур потока газа и ребер шне-

ка составляет не более 0.1-0.2 К. 

 

 
 

Рис. 3. Расчетные кривые распределений температур газа и стенок в направлении 

оси нагревателя при электрической мощности 10 кВт, расхода газа 833 м3/час и 

давлении 29 бар: а - распределение температур металлических элементов кон-

струкции; б - схематический разрез нагревателя; в - распределение температур по-

тока газа в каналах нагревателя; (X – координата длины по оси нагревателя). 

 

Характер изменения температуры потока, как в первой, так и во второй 

ступени близок к линейному. Результаты расчетов показывают неэффектив-

ность работы второй ступени нагревательной установки. Во второй ступени по-

ток газа нагревается только за счет теплоотдачи от неразвитой внутренней ци-

линдрической поверхности нагревательного элемента, а внутренний шнек ока-
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зывает на поток лишь турбулизирующее действие. 

Сопоставление результатов расчетов температуры газа на выходе аппарата 

с экспериментально замеренными значениями, приведенными в работе [14] по-

казывает их хорошее совпадение и для разных режимов работы электронагре-

вательной установки эта разница составляет не более 2 К. 

 

5. Заключение  

Результаты расчетов соответствуют характеру газодинамических и тепло-

вых процессов, протекающих в нагревательной установке и свидетельствуют о 

достаточной адекватности представленной математической модели, что дает 

основание рекомендовать методику моделирования для применения при разра-

ботке, исследовании и оптимизации конструкции теплообменных аппаратов. 

Как видно из представленных результатов, математическая модель обладает 

несравненно большей информативностью, чем дорогостоящие эксперименталь-

ные исследования, дает возможность моделировать как нестационарные, так и 

установившиеся режимы работы теплообменных аппаратов, учитывать реаль-

ную газодинамическую ситуацию и переменность полей температур, давлений 

и других параметров и, таким образом, более точно определить их конструк-

тивные параметры. 
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