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 Аннотация. В статье рассмотрена математическая модель напряженно-

деформированного состояния горных пород в естественном залегании, учитывающая 

особенности рельефа. По результатам вычислительного эксперимента проведено сравнение 

значений главных напряжений, действующих в горных породах при различных способах их 

оценки. 
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 Abstract. The article examines a mathematical model of the stress-strain state of rocks in 

their natural occurrence, taking into account the features of the relief. Based on the results of the 

computational experiment, the principal stress values acting in rocks with different their assessment 

methods are compared. 
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 Введение 
 Определение напряженно-деформированного состояния (НДС) горных 

пород разрабатываемого геологического разреза необходимо для обеспечения 

безопасности и эффективности бурения и эксплуатации нефтегазовых скважин 

[1-5]. Определение НДС пород в окрестности скважины обычно выполняется в 

два этапа. Сперва определяются напряжения, действующие в породе в ее 

естественном залегании (ЕЗ), т.е. до бурения скважины. Эти напряжения 

используются при формулировке граничных условий, т.е. на расстоянии, на 

котором влияние скважины на НДС породы пренебрежимо мало. На втором 

этапе решается задача по определению компонент тензора напряжений в 

окрестности скважины с учетом полученных на первом этапе напряжений, 

действующие в породе в ЕЗ. 

 В работах по моделированию НДС пород в окрестности скважины для 

пород в ЕЗ полагают, что тензор напряжений имеет отличными от нуля только 

нормальные напряжения: v  – вертикальное напряжение; h , H  – 

минимальное и максимальное горизонтальные напряжения, соответственно. 

Для упрощения все касательные напряжения полагаются равными нулю. Как 

показано в работе [6], такое упрощение может приводить к неверной оценке 

интервала значений плотности бурового раствора, при которых порода на 

стенках скважины не разрушается. В настоящей статье рассматривается 

математическая модель НДС горной породы в ЕЗ с учетом особенностей 

рельефа и проводится сравнение значений главных напряжений в горных 

породах при различных способах их оценки. 

 

 Методика решения 

 В прямоугольной декартовой системе координат ( zyx ,, ), показанной на 

рис. 1а, рассмотрим линейно-деформируемую, однородную и изотропную 

модель среды, состоящую из полупространства ( 0z ), физические свойства 

которого меняются только с глубиной, и аномалии рельефа ( 0z ), например, 

горной гряды, расположенной вдоль оси y . Термин аномалия (неоднородность) 

рельефа здесь понимается по отношению к однородному полупространству. 

Будем полагать, что геометрия аномалии рельефа такова, что все напряжения и 

деформации зависят только от координат x  и z . В этом случае задачу 

определения напряжений в горной породе будем рассматривать в плоскости 

перпендикулярной к оси y  (рис. 1б), а аномалию рельефа, расположенную на 

отрезке ],[ 21 xxx , заменим давлением )(xf , действующим на поверхность 

0z  вдоль отрезка ],[ 21 xx  (рис. 1б). Сжимающие напряжения будем полагать 

положительными. 

 

http://mathmod.esrae.ru/


Математическое моделирование, компьютерный и натурный   2025, №4 

эксперимент в естественных науках  http://mathmod.esrae.ru/             ISSN 2541-9269 
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Рис. 1. Модель среды 
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























zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

ˆ         (1) 

будем искать в виде суммы 

 f  ˆˆˆ ,         (2) 

где 

 ̂  – тензор напряжений, учитывающий массовые силы (силу тяжести) в 

полуплоскости 0z ; 

 f̂  – тензор напряжений, учитывающий давление )(xf , определяемый по 

формулам, полученным для случая отсутствия массовых сил. Данный подход 

используется в работах [7, 8]. 

 Для однородного полупространства тензор ̂  имеет вид [7]: 
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где 

 0 
yzxzxy , h 

yyxx , v
zz , 

 gzv  – вертикальное напряжение, 

 vh
1





  – горизонтальное напряжение, 

   – средняя плотность вышележащих пород, 

   – коэффициент Пуассона, 

 g  – ускорение свободного падения. 

 Компоненты тензора 
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определяются как решение задачи Фламана [9]: 

 
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ij ),(~)(),( , ( zyxji ,,,  ),    (5) 

где 

 ij~  – фундаментальные решения для упругой полуплоскости: 
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 Учитывая, что в рассматриваемой модели деформации и напряжения не 

зависят от переменной y , можно показать, что 

 0~~  yzxy ,         (7) 
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 Из решения (1) – (8) следует, что в отличие от однородного 

полупространства, среда с аномалией рельефа обладает анизотропией 

горизонтальных напряжений ( yyxx  ) и отличное от нуля касательное 

напряжение xz . Главные напряжения, в такой среде, определяются решением 

уравнения 
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имеющего вид 
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 Упорядоченные по величине, главные напряжения (10), обозначаются 1 , 

2 , 3  ( 321  ). 
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 Вычислительные эксперименты 

 На основе формул (1) – (10) рассчитаны напряжения, действующие в 

геологической среде, показанной на рис. 2. Расчеты проведены для 

фиксированных глубин z  на различном удалении x  от неоднородности 

рельефа. 

 

 
 

Рис. 2. Модель среды (ρ = 2500 кг/м3, ν = 0.3) 

 

 На рис. 3 показаны зависимости отношений нормальных компонент xx , 

yy , zz  тензора напряжений ̂  к горизонтальному h  и вертикальному v  

напряжениям, действующим в однородном полупространстве. 

 

 
 

Рис. 3. Отличие нормальных напряжений в среде с неоднородностью рельефа от напряжений 

в однородном полупространстве (z = 1 км) 
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 В рамках рассмотренной модели неоднородность рельефа оказывает 

значимое влияние (рис. 3): на вертикальную компоненту zz  на первых 

километрах удаления от неоднородности, на горизонтальные компоненты xx  и 

yy  – на первых десятках километров. 

 На рис. 4 построена зависимость от x  отношения горизонтальных 

компонент xx  и yy  тензора напряжений ̂  для разных глубин z . В 

рассматриваемой модели это отношение будет равно величине sk , называемой 

коэффициентом анизотропии горизонтальных напряжений, т.е. отношению 

максимального к минимальному горизонтальным напряжениям. 

 

 
 

Рис. 4. Отношение горизонтальных напряжений при удалении от неоднородности рельефа 

 

 Как следует из рис. 4 отношение горизонтальных напряжений xx  и yy  

существенно зависит как от удаления от неоднородности рельефа, так и от 

глубины измерения напряжений. Это необходимо учитывать при 

моделировании НДС породы в окрестности разбуриваемой скважины. При 

значительной удаленности от неоднородности рельефа (в модели – более 40 км) 

напряжения xx , yy , zz  приближенно равны напряжениям однородного 

полупространства. 

 При моделировании разрушения горных пород в окрестности скважин 

проводится оценка значений главных напряжений для использования их в 

феноменологических критериях прочности. При ограниченности исходной 

информации в качестве оценки 1s , 2s , 3s  ( 321 sss  ) главных напряжений, 

используют вертикальное v  и горизонтальные h , H  напряжения, где 

hH  sk . Вертикальное напряжение рассчитывают через среднюю плотность 
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вышележащих пород для данной глубины. Для напряжения h  необходимо 

дополнительно знать величину коэффициента Пуассона породы, для H  – 

коэффициент sk . 

 На рис. 5 показано сравнение оценки главных напряжений по значениям 

1s , 2s , 3s  ( 321 sss  ), определяемых вертикальным v  и горизонтальными h , 

H  напряжениям с истинными главными напряжениями 1 , 2 , 3 , 

определяемыми по формуле (10). В расчетах коэффициент sk  считается 

постоянным ( 1.1sk ), как часто полагают при моделировании НДС горных 

пород. 

 

 
 

Рис. 5. Отношение главных напряжений σ1, σ2, σ3 к напряжениям s1, s2, s3 при удалении от 

неоднородности рельефа (z = 1 км) 

 

 Как видно из рис. 5 оценка главных напряжений через v , h  и H  (с 

постоянным sk ) в геологических средах с неоднородностью рельефа может 

привести к значимым искажениям величин главных напряжений и как 

следствие неверные оценки в критериях прочности горных пород. 

 На рис. 6. показано сравнение оценки главных напряжений по значениям 

1s , 2s , 3s  ( 321 sss  ), определяемым в предположении отсутствия касательных 

напряжений (напряжения xx , yy , zz  здесь считаются известными по 

результатам измерений) с истинными главными напряжениями 1 , 2 , 3 , 

определяемыми по формуле (10). 
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Рис. 6. Отношение главных напряжений σ1, σ2, σ3 к напряжениям s1, s2, s3 при удалении от 

неоднородности рельефа (z = 1 км) 

 

 Как видно из рис. 6 оценка главных напряжений только через нормальные 

напряжения xx , yy , zz  без учета касательного напряжения xz  может 

привести к искажению значений максимального 1  и промежуточного 2  

главных напряжений, что необходимо учитывать при выполнении оценки 

прочности горных пород. 

 

 Выводы 

 Упрощенные схемы оценки значений напряжений, действующих в горных 

породах, без учета особенностей рельефа геологического разреза могут 

приводить к значимым искажениям результата. 

 Неоднородности рельефа приводят к анизотропии горизонтальных 

напряжений, действующих в горных породах. Коэффициент анизотропии 

горизонтальных напряжений в этом случае зависит как глубины измерений, так 

и от удаления от неоднородности рельефа. 

 При выполнении моделирования НДС горных пород при оценке главных 

напряжений в горных породах необходимо учитывать влияние 

неоднородностей рельефа рассматриваемого разреза. 
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