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In the paper existence and uniqueness of the solution to a boundary value problem for a nonlinear partial differential equation of the third order are investigated. 
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Положим.
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Предположим, что коэффициенты уравнения (1) бесконечно дифференцируемые функции и где, 
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 – заданная в 
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 функция.
Краевая задача. Найти в области 
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 решение уравнения (1) удовлетворяющее условиям 
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Уравнение (1) в некотором смысле является аналогом уравнения Кортвега-Де Фриза. Краевые задачи для уравнения Кортвега-Де Фриза и различные его модификаций изучались в работах [1,2,3]. 

В работах [2,3] коэффициент 
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 берется равным 
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Обозначим 
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 пространство функций, полученное замыканием функций из
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, удовлетворяющих условиям (2) по норме
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Теорема. Пусть выполнены условии
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и функция

 такова, что 
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.Тогда существует единственное решение задачи (1),(2) в 
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Доказательство. Рассмотрим в области 
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 «возмущенное» уравнение (
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и для него краевую задачу
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Пусть {

} – базис пространства 

, составленный из собственных функций задачи
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Приближенные решения задачи (5),(6) будем искать в виде (Галёркинских приближений)
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А коэффициенты 
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 находятся решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений
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Разрешимость задачи (8),(9) при фиксированном m вытекает из общей теории по обыкновенных дифференциальных уравнений.

Получим равномерные по m оценки для Галеркинских приближений.

Для этого умножим (8) на 
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 и суммируя по 
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После интегрирования по частям из (10) в силу условия теоремы получим 
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Дале, через 
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 и 
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 будем обозначать различные положительные постоянные, не зависящие от 
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Из этого равенства интегрируя по частям и используя оценку (11),получим
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Заметим, что т.к. функция 
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Дифференцируя (8) по переменной 
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, используя оценки (11), (13), получим
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Из уравнения (8) в силу оценок (10), (12), (15) получим, что
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Из оценок (10), (12), (15), (16) следует ограниченность последовательности приближенных решений 

 в пространстве 
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. Поскольку все производные, входящие в уравнение (8) квадратично суммируемы по области 
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, можно выбрать подпоследовательности 
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[image: image46.wmf]k

m

®¥

, 
[image: image47.wmf]0

k

e

®

 в системе (8), Нетрудно проверить, что предельная функция принадлежит пространству 
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 и удовлетворяет уравнения (1). 

Тем самым существование решения задачи (1), (2) доказана. Докажем, что решение задачи (1), (2) единственно.
Если 
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 удовлетворяет уравнению
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Рассмотрим следующий интеграл
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и интегрируя его по частям, получим
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В силу монотонности оператора [4]
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По условию на 
[image: image55.wmf]()

x

m

: 

[image: image56.wmf]2

()

0

2

x

D

x

wdS

¶

m

³

ò







 (20)

Тогда в силу (19),(20) из (18) следует что 




Откуда следует, что 
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Теорема доказана .

Пример. Рассмотрим вопрос о том, насколько существенны предположения теоремы, наложенные на коэффициенты уравнения (1). Покажем, что условия теоремы являются существенными для единственности решения задачи (1), (2).

В области 
[image: image59.wmf]D

 рассмотрим уравнение



. 
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Для этого уравнения условия (4) не выполняются. Нетрудно проверить, что функция 

 является решением задачи (21), (2). Таким образом, при нарушении условий (4), вообще говоря, отсутствуете единственность решения задач для уравнения (1).
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