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В настоящей работе рассмотрены основные свойства суммы почти-периодических многозначных функций, значениями являются компактные множества пространства 
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Значительно сложнее доказать, что сумма двух почти-периодических (п.п) многозначных функции есть многозначная п.п. функция. Первое доказательство этой теоремы для однозначной функции дал Г. Бор. Впоследствии Бохнер дал других определение для однозначной п.п. функций, на которого почти-периодичность суммы следует непосредственно. В последующем оказалась, что определение Бохнера очень полезно и во многих других вопросах теории п.п. функций. Дадим теперь определение для многозначная п.п. функций, по Бохнеру, и докажем эквивалентность этого определения с определением Бору.
Определение-1. 
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 – непрерывная многозначная функция 
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 называется нормальной функцией, если семейство многозначных функций 
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 компактно в смысле равномерной сходимости в 
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-метрике на всей R, то есть если бесконечной последовательности функций
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можно выбрать равномерно сходящуюся на всей R подпоследовательность. 
1-теорема. Для того, чтобы
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 – непрерывная многозначная функция 
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 была п.п. функцией, необходимо и достаточно, чтобы она являлась нормальной функцией.

Доказательство. Необходимость. Пусть 
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 многозначная п.п. функция и 
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последовательности можно выбрать равномерно сходящуюся подпоследовательность. Применим диагональный метод. Обозначим через
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 счетное, всюдуплотное множество действительных чисел. Так как 
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можно выбрать сходящуюся подпоследовательность: 


[image: image15.wmf](

)

(

)

(

)

K

,

,

,

13

1

12

1

11

1

h

t

F

h

t

F

h

t

F

+

+

+


Точно также на числовой последовательности 
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можно выбрать сходящуюся подпоследовательность:
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Продолжим этот процесс и рассмотрим затем диагональную последовательность функций 
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Покажем, что диагональную последовательность (1) сходится во всех точках счетного, всюду плотного множества. 

В самом деле, пусть 
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 - произвольная точка на счетного множества точек. Согласно нашей конструкции последовательность 
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сходится, причем при 
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 все члены последовательности (1) сходят также в последовательность (2). 

Поэтому последовательность (1) сходится в любой точке 
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Пусть 
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 согласно теореме 2 (см. [6]). Интервал 
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 выберем точку из счетного всюду плотного множества. Обозначим выбранные точки через 
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 также фиксировано, поэтому из сходимости последовательности (1) в точках 
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 Пусть 
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 – почти-период многозначной функции 
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Из неравенств (3) и (4) следует 
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И так как N от числа 
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 были выраны произвольно, то (1) сходится равномерно на R . Необходимость доказана.
Достаточность. Пусть 
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-непрерывная многозначная функция на R и семейство 
[image: image54.wmf](

)

{

}

(

)

¥

<

<

¥

-

+

h

h

t

F

 компактно. Следует показать, что 
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Пусть, 
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Нельзя выбрать равномерно сходящуюся подпоследовательность 
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Полученное противоречие завершает доказательство теоремы. 
Заметим, что в [3] va [4] это теорема доказана другим методом.
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Действительно, пусть 
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Следовательно, 
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Аналогично доказывается, что 
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Поэтому 
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2-теорема. Сумма многозначных п.п. функций также является многозначной п.п. функцией. 
Доказательство. 
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 компактны. Легко видеть, что семейство функций 
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то подпоследовательность 
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 равномерно сходится к функции 
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Поэтому семейство 
[image: image117.wmf](

)

(

)

{

}

(

)

¥

<

<

¥

-

+

+

+

h

h

t

Q

h

t

F

 компактно и, значит, в силу теоремы 1 
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Действительно, пусть 
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Аналогично проверяется, что 
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Откуда следует (6).
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