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Аннотация: в данной статье рассматривается условия 

вырожденности квадратных матриц, составленных из одной 

геометрической прогрессии. 
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Опишем проведённые нами исследования некоторых свойств 

матриц, составленных из последовательных членов геометрических 

прогрессий. В качестве инструмента исследования была выбрана система 

математических  и инженерных расчётов MatchCAD. 

Построим функцию пользователя для получения квадратных матриц, 

составленных из последовательных членов геометрической прогрессии 

(рисунок 1). 
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Рисунок 1 – Функция пользователя по заполнению матрицы 

элементами геометрической прогрессии 

 

Поясним программу: происходит инициализация матрицы, в которой 

формируется линейный массив заданной длины (3-й параметр функции 

пользователя), переформируется с помощью вложенных циклов в 

двумерный квадратный массив с количеством строк и столбцов, 

вычисляемым с помощью отбрасывания дробной части корня квадратного 

из введенного пользователем числа, определяющего количество элементов 

в матрице, с целью предотвратить возможную ошибку (т.е. для случая, 

когда введённое число – не квадрат натурального числа) при их вводе. 

Первый параметр – первый элемент данной геометрической прогрессии 

прогрессии, второй – её знаменатель.  

Таким образом, мы провели эксперимент с огромным количеством 

матриц, заполненных последовательными элементами различных 

геометрических прогрессий. И всякий раз значение определителя этих 

матриц было нулевым!!!  

На рисунке 2 приведены результаты тестирования программы со 

следующими исходными данными: количество элементов в линейном 

массиве – 16. В результате получается матрица 4-го порядка.  



 
 

Рисунок 6 – Результат работы программы для членов геометрической 

прогрессии (строится матрица 4-го порядка) 

 

Функция составлена верно, определитель матрицы равен нулю – 

матрица вырожденная. Сформулируем гипотезу. 

Гипотеза 1. Квадратная матрица, составленная из 

последовательных членов одной геометрической прогрессии, является 

вырожденной. 

Приведём доказательство гипотезы. 

Для начала, возьмём квадратную матрицу 3-его порядка, 

составленную из последовательных членов одной геометрической 

прогрессии, где g1 - первый член, d - знаменатель: 

 
Видна пропорциональность всех 3-х строк и столбцов, вычтем из 2-

ой и 3-ей строк первую строку, умноженную на соответствующие 

коэффициенты, получим: 

 
Определитель данной матрицы будет равен нулю, так как содержит 

нулевые строки. 

Очевидно, что в квадратной матрице любого порядка, составленной 

из последовательных членов одной геометрической прогрессии, все строки 

пропорциональны, следовательно, данные матрицы вырождены. Данное 

свойство вырожденности сохраняется и для квадратных матриц, 

составленных из последовательных членов убывающей или 

знакочередующейся геометрической прогрессии.  

Итак, наша гипотеза о том, что квадратная матрица, 

составленная из последовательных членов одной геометрической 

прогрессии, является вырожденной, верна! 

Сформулируем следующую гипотезу.  



Гипотеза 2. Квадратная матрица порядка n≥3, составленная из 

последовательных членов одной геометрической прогрессии, при замене 

(n-2) строк (столбцов) или их сочетаний произвольными числами, будет 

вырожденной. 

Приведём доказательство. Если в исходной матрице 3-его порядка 

заменить одну из строк (столбцов) произвольными числами, то останутся 

пропорциональными две строки (столбца), т.е. матрица останется 

вырожденной. 

Рассмотрим квадратную матрицу 4-ого порядка, составленную из 

последовательных членов одной геометрической прогрессии. 

 
Заменим в ней две строки (столбца) на произвольные числа, 

получим: 

 
Видна пропорциональность первых двух строк, следовательно, 

матрица вырожденная. 

Таким образом, в квадратной матрице n-ого порядка, составленной 

из последовательных членов одной геометрической прогрессии, при замене 

(n-2) строк (столбцов) на произвольные числа, всегда остаются две 

пропорциональные строки (столбца). Следовательно, вырожденность 

матрицы сохраняется. 

Заменим в исходной матрице 4-ого порядка один столбец и одну 

строку произвольными числами, получим: 

 
Затем вычтем из 2-ой и 3-ей строк первую строку, умноженную на d

4
 

и d
8
 соответственно, получаем: 

 
Вычислим определитель данной матрицы через сумму произведений 

элементов четвертого столбца на их алгебраические дополнения. 

Очевидно, что каждое из 4-ех алгебраических дополнений содержит 



как минимум одну нулевую строку, следовательно, определитель матрицы 

G4=0. 

Рассмотрим квадратную матрицу n-ого порядка, составленную из 

последовательных членов одной геометрической прогрессии: 

 
Заменим в исходной матрице последние x столбцов на произвольные 

числа p∈{pn(n-2)}, где n≥(x+2), тогда мы можем изменить (n-x-2) последних 

строк на произвольные числа (в соответствии с нашей гипотезой). Мы 

можем изменить любые строки и столбцы, но для удобства доказательства 

мы меняем последние строки и столбцы. Тогда неизменными останутся: 

(n-x) столбцов и (x+2) строк. 

 
Невооруженным глазом видна пропорциональность с первой по 

(x+2) строки в столбцах с первого по (n-x) с коэффициентами 

пропорциональности: d
n
; d

2n
; d

3n
;… d

(x+1)n
 соответственно. Вычтем из 

второй, третьей, … , (x+2) - ой строк первую строку, умноженную на 

соответствующие коэффициенты. Обозначим разности, получающиеся в x 

последних столбцах через sk, где sk∈{sx(x+1)}. Получим матрицу: 

 
Мы получили в первых (x+2) строках и первых (n-x) столбцах только 

одну ненулевую строку, а остальные (x+1) – нулевые строки. 

Вычислим определитель матрицы через суммы произведений 

элементов n-ого столбца на их алгебраические дополнения. Эти 

алгебраические дополнения являются определителями (n-1) порядка. 



Дальнейшие вычисления сводим к понижению порядка миноров в 

алгебраических дополнениях до столбца (n-x).  

Все миноры порядка (n-x) содержат как минимум одну нулевую 

строку. Докажем это. 

В результате преобразований ушло x последних столбцов, и x строк. 

Выше мы доказали, что количество нулевых строк в матрице Gn равно 

(x+1). Следовательно, в минорах, как минимум, остается одна нулевая 

строка. 

Поэтому каждый минор равен нулю. И определитель матрицы Gn 

также равен нулю.  

Данное свойство вырожденности сохраняется и для квадратных 

матриц, составленных из последовательных членов убывающей или 

знакочередующейся геометрической прогрессии, при замене (n-2) строк 

(столбцов) или их сочетаний на произвольные числа. 

Т.е. матрица n-ого порядка, строки (столбцы) которой состоят из 

последовательных членов одной геометрической прогрессии, при замене 

(n-2) строк (столбцов) или их сочетаний на произвольные числа, остается 

вырожденной – гипотеза 2 доказана. 

Более того, путём аналогичных рассуждений, нами было доказано, 

что матрица n-ого порядка, строки (столбцы) которой состоят из 

последовательных членов разных геометрических прогрессий, при замене 

(n-2) строк (столбцов) или их сочетаний на произвольные числа, также 

остается вырожденной. 
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