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Аннатация: Для среднеквадратических полиномиальных 

приближений функций получены точные неравенства типа Колмогорова на 

классах функций ),,()(

2, baL r

  в которых величины наилучших 

полиномиальных приближений оцениваются обобщенным модулем 

непрерывности m -го порядка, порожденным дифференциальным 

оператором второго порядка.  
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Из курса уравнений математической физики хорошо известно, что 

классические многочлены Лагерра, Эрмита-Чебышева и Якоби обычно 

возникают при решении различных дифференциальных уравнений 

методом разделения переменных, основанным  на теоремах разложения по 

различным ортогональным системам функций. В последнее время 

наблюдается весьма интенсивное применение классических 

ортогональных многочленов в задачах численного анализа и 

математической статистики.  

Функция 𝜇(𝑥) называется весовая функция на сегменте [a,b], если на 

этом сегменте она положителен, интегрируема и еë интеграл 
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неотрицательна, т.е., если 𝜇(𝑥) ≥ 0 и удовлетворяют условия  

0 < ∫ 
𝑏

𝑎

𝜇(𝑥)𝑑𝑥 < ∞. 

 Если же интервал (𝑎, 𝑏) бесконечен, то кроме того, должны абсолютно сходиться интегралы 𝜇𝑛: = ∫ 
𝑏

𝑎
𝑥𝑛𝜇(𝑥)𝑑𝑥, 𝑛 = 1,2, . . . ; которые называются степенными моментами весовой функции 𝜇(𝑥). 

Пусть 𝐿2,𝜇(𝑎, 𝑏):= 𝐿2(𝑎, 𝑏; 𝜇(𝑥)) –пространство функций 𝑓: (𝑎, 𝑏) →

ℝ, для которых функция 𝜇1/2 ⋅ 𝑓 суммируема с квадратом на интервале 

(𝑎, 𝑏). Пространство 𝐿2,𝜇(𝑎, 𝑏) –линейно, и если для  двух функций 

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2,𝜇(𝑎, 𝑏) ввести скалярное произведение двух функций по 

следуюший формуле 

(𝑓, 𝑔)𝜇: = ∫ 
𝑏

𝑎

𝜇(𝑥)𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

и определить норму как ∥ 𝑓 ∥2,𝜇: = (𝑓, 𝑓)𝜇
1/2

, то оно означает гильбертово 

пространство. Хорошо известно [1] что нужно рассматривать функции 

𝜇(𝑥) на интервале (𝑎, 𝑏) удовлетворяющие дифференциальному 

уравнению первого порядка  
𝑑

𝑑𝑥
(𝜎(𝑥)𝜇(𝑥)) = 𝜈(𝑥)𝜇(𝑥),(1) 

 где 𝜎 и 𝜈 – соответственно полиномы не выше второй и первой степени. 

Также известно [1], что только в трёх случаях решение 𝜇 

сформулированной задачи в зависимости 𝜎 и 𝜈, с точностью до линейного 

преобразования независимой переменной является весовой функцией на 

соответствующем интервале (𝑎, 𝑏) для определения с точностью до 

постоянного множителя классических ортогональных многочлены на 

интервале (𝑎, 𝑏), а именно, полиномов Якоби, Лагерра и Эрмита. Согласно 

[1; 2], с помощью 𝐷µ обозначим дифференциальный оператор вида    

𝐷𝜇: = 𝜎(𝑥)
𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝜈(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
,  и пусть   𝜆𝑛(𝜇):= 𝜆𝑛(𝜇) = −𝑛𝜈′ −

1

2
𝑛(𝑛 − 1)𝜎′′. 

Указанные выше классические ортогональные многочлены Якоби, 

Лагерра и Эрмита удовлетворяют дифференциальному уравнению второго 

порядка  

−𝐷𝜇𝑦 = 𝜆𝑛(𝜇)𝑦.                                                            (2) 

 Из (2) следует, что числа 𝜆𝑛
′ (𝜇), 𝑛 ∈ ℤ+, являются собственными 

значениями оператора (−𝐷𝜇), а соответствующими им собственные 

функции ортогональными на интервале (𝑎, 𝑏) многочленами, 

соответствующими весовой функции 𝜇(х). 
Через 𝒫𝑘(𝑥)(𝑘 = 0,∞̅̅ ̅̅ ̅̅ ) будем обозначать произвольную систему 

ортонормированных многочленов с функцией 𝜇(𝑥) в пространстве 𝐿2,𝜇: =

𝐿2,𝜇(𝑎, 𝑏). Рассмотрим разложение в ряд Фурье по многочленам 𝑃𝑘(𝑥) 

функции 𝑓 ∈ 𝐿2,𝜇:  

𝑓(𝑥) = ∑ 

∞

𝑘=0

𝑐𝑘(𝑓)𝑃𝑘(𝑥).(3) 



Равенства (3) понимается в смысле сходимости в пространстве 𝐿2,𝜇; 

𝑐𝑘(𝑓) ≔ ∫ 
𝑏

𝑎
𝜇(𝑥)𝑓(𝑥)𝑃𝑘(𝑥)𝑑𝑥 

–коэффициенты Фурье функции 𝑓. Обозначим через 𝒫𝑛 – подпространство 

алгебраических полиномов степени не выше 𝑛. Равенством  

𝐸𝑛(𝑓)2,𝜇: = inf{||𝑓 − 𝑔𝑛−1||2,𝜇: 𝑔𝑛−1 ∈ 𝒫𝑛−1}  

– определим величину наилучшего приближения функции 𝑓 ∈ 𝐿2,𝜇 

элементами подпространства 𝒫𝑛−1. Через 𝑆𝑛−1(𝑓), 𝑛 ∈ ℕ обозначим 

частичную сумму ряда Фурье (3), т.е. 

𝑆𝑛−1(𝑓, 𝑥): = ∑ 
𝑛−1

𝑘=0
𝑐𝑘(𝑓)𝑃𝑘(𝑥). 

Известно [2], что для произвольной 𝑓 ∈ 𝐿2,𝜇 , ||𝑓||2,𝜇 = √∑ ∞
𝑘=0 𝑐𝑘

2(𝑓),     

𝐸𝑛(𝑓)2,𝜇 = ||𝑓 − 𝑆𝑛−1(𝑓)||2,𝜇 = √∑ ∞
𝑘=𝑛 𝑐𝑘

2(𝑓). 

Пусть   

𝑇𝜇(𝑥, 𝑦; ℎ): = ∑ 

∞

𝑘=0

𝑃𝑘(𝑥)𝑃𝑘(𝑦)ℎ
𝑘 ,(4) 

 где ℎ ∈ (0,1), 𝑥, 𝑦 ∈ (𝑎, 𝑏) и равенство в (4) понимается в смысле 

сходимости в среднем в пространстве 𝐿2,𝜇,𝜇((𝑎, 𝑏) × (𝑎, 𝑏)), которое 

состоит из интегрируемых в квадрате функций 𝑓: (𝑎, 𝑏) × (𝑎, 𝑏) → ℝ с 

весом 𝜇(𝑥)𝜇(𝑦) и соответствующий нормой  

||𝑓||2,𝜇,𝜇: = √∫ 
𝑏

𝑎

∫ 
𝑏

𝑎

𝜇(𝑥)𝜇(𝑦)𝑓2(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 < ∞. 

Следуя работам [1; 3] и используя формулу (4), для произвольной функции 

𝑓 ∈ 𝐿2,𝜇(𝑎, 𝑏) запишем оператор усреднения 

ℱℎ,𝜇(𝑓, 𝑥): = ∫ 
𝑏

𝑎

𝜇(𝑡)𝑓(𝑡)𝑇𝜇(𝑥, 𝑡, 1 − ℎ)𝑑𝑡,0 < ℎ ≤ 1. 

Используя оператор вида (4) и (3) запишем специальные конечные 

разности первого и высших порядков для функции 𝑓 ∈ 𝐿2,𝜇. Можно 

заметить, что в силу (4)  ℱℎ,𝜇(𝑓, 𝑥) = ∑ ∞
𝑘=0 (1 − ℎ)𝑘𝑐𝑘(𝑓)𝑃𝑘(𝑥) а потому 

имеем Δℎ,𝜇
1 (𝑓, 𝑥): = ℱℎ,𝜇(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥) = ∑ ∞

𝑘=1 ((1 − ℎ)𝑘 − 1)𝑐𝑘(𝑓)𝑃𝑘(𝑥). 

Далее методом математической индукции получаем  

 

Δℎ,𝜇
𝑚 (𝑓, 𝑥) ≔ Δℎ,𝜇

1 (Δℎ,𝜇
𝑘−1(𝑓), 𝑥)

= ∑ 

∞

𝑘=1

((1 − ℎ)𝑘 − 1)𝑚с𝑘(𝑓)𝑃𝑘(𝑥).(5) 

Примененяя равенство Парсеваля на (5) получаем  

||Δℎ,𝜇
𝑚 ||2,𝜇

2 = ∑ 

∞

𝑘=1

(1 − (1 − ℎ)𝑘)2𝑚с𝑘
2(𝑓).(6) 

 С помощью равенства (6) для функции 𝑓 ∈ 𝐿2,𝜇 находим обобщённый 



модель непрерывности 𝑚 –го порядка равенствам  

Ω𝑚,𝜇(𝑓, 𝑡): = 𝑠𝑢𝑝{||Δℎ,𝜇
𝑚 (𝑓)||2,𝜇: 0 < ℎ ≤ 1} = 

= √∑ 

∞

𝑘=1

(1 − (1 − 𝑡)𝑘)2𝑚𝐶𝑘
2(𝑓),0 < 𝑡 < 1. 
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В заключение отметим, что аналогичные экстремальные задачи когда в 

качестве аппарата приближении используются другие системы функций 

рассмотрены в [4; 5].   
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