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В последнее время наблюдается весьма интенсивное применение 

специальных функций в задачах численного анализа и математической 

статистики [1]. При решении указанных задач в качестве аппарата 

приближения используются обобщённые полиномы по системе 

ортогональных функции Бесселя. Это приводит к отысканию оптимальных 

оценок аппроксимации функций посредством частных сумм рядов Фурье 

по ортогональным разложениям указанных специальных функций. 

Вопросы приближения функций одной переменной суммами Фурье-

Бесселя рассмотрены работах [2-5]. Здесь решаются аналогичные задачи 

для приближения функций двух переменных  «круговыми» суммами 

Фурье-Бесселя.  

Пусть );(:= 22 xyQLL  – пространство функций ,: RQf   квадратично 

суммируемых с весом xy  в квадрате [0,1][0,1]= Q  и конечной нормой  
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Всюду, далее через 

1=1= }{,}{ mmnn   обозначим соответственно нули функций 

Бесселя )(tJ p
 и )(tJq

 – первого рода порядков p  и q , расположенные в 

порядке возрастания, то есть  
 ,<<<<<0,=)( 121  nnnpJ   

 .<<<<<0,=)( 121  mmmqJ   

Хорошо известно (см., напр.[1]), что система функций  
 1,2,=,),()( mnyJxJ mqnp   

является полной ортогональной системой в пространстве 2L . Без умаления 

общности и без введения новых обозначений будем предполагать, что эта 

система является ортонормальной. Для функции 2Lf   вводим в 

рассмотрение двойные ряды Фурье–Бесселя  
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где  ,1,,,<<0:),(=)( 222  RNmnRmnR mn   называют  “круговыми” 

частными суммами ряда (1). 

Символом RP  обозначим множество полиномов вида  
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и равенством  

 }:{inf=)(
22 RRRR PPPffE   

определим величину наилучшего приближения функции 2Lf   элементами 

множества RP . Нетрудно проверить, что  
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 где ).(\)(=)( RNNR    

Введём в рассмотрение функцию  

 ,)()()()(=);,;,(
1=1=

mn
mqmqnpnp

mn

hJyJuJxJhyuxT







  

где (0,1)h  и сходимость ряда в правой части понимается в смысле 

сходимости в пространстве ).;(2 xyuQQL   

Рассмотрим следующий оператор в :2L   

 ,);1,;,(),(=),(
)(

 dudhyuxTufuyxfF
Q

h   

который называется оператором обобщёного сдвига. 



Определим, как и в классическом случае, конечные разности первого 

и высших порядков функции 2Lf   равенствами  
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где  
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и E  – единичный оператор в .2L  Пусть  
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– дифференциальный оператор Бесселя второго порядка, для которого  

 )()()(=)()( 22 yJxJyJxDJ mqnpmnmqnp    

и, в силу линейности и однородности оператора ,D  из последнего 

равенства при любом Nr  имеем  

  =)()(=)()( 1 yJxDJDyJxJD mqnp
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Выражение  

    hfsupf k

hk <0:)(=);(  (3) 

будем называть обобщённым модулем непрерывности k –го порядка 

функции 2Lf  . 

Через )(:= )(2

2

)(2

2 DLL rr  обозначим класс функций ,2Lf   у которых 

частные производные  
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существуют, принадлежат 2L , и таких, для которых 2LfDr  , а через 2

)( LW r  

обозначим класс функций )(2

2
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NrfD r   

Имеет место следующая 

 Теорема 1.  При любых srNsr >,,   и достаточно большого R  

справедливо равенство  
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Далее, при любых srNsr >,,   и достаточно большом ,R  положим  
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В этих обозначениях имеет место следующая 

 Теорема 2.  При любых srNrs >,,   и достаточно большом R  

справедливо равенство  
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Теорема 3.  Пусть .>,, srNsr   Тогда для произвольной функции 

constfDLf r  ,2  справедливо точное на 2L  неравенство  
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Из теоремы 3 вытекает 

 Следствие 1.  При выполнении условий теоремы 3  имеет место 

точное неравенство  
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 которое обращается в равенство для ,)()(=),( )(2

20

r
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 Теорема 4.  Пусть srNrsn >,,,   и R  достаточна большое число. 

Тогда справедливо равенство  
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Для характеристики гладкости (3) имеет место следующее 

утверждение 

 Теорема 5.  Для любых ,Nk   (0,1),,   hZsr  и достаточно 

большого 1)( RR  справедливо равенство  
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Следствие 2.  В условиях теоремы 5  имеет место предельное 

равенство  
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Отметим, что аналогичные экстремальные задачи в пространстве 

Бергмана рассмотрены в [6].   
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