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– конечная, односвязная область на плоскости комплексного переменного , ограниченная простым замкнутым гладким контуром 
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 – расширенная комплексная плоскость.

В дальнейшем в основном будем придерживаться терминов и обозначений, принятых в [1].

Определение 1. Кусочно метааналитической функцией с линией скачков L будем называть функцию [image: image6.wmf])
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При этом кусочно метааналитическую функцию [image: image24.wmf])
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Определение 2. Будем говорить, что кусочно метааналитическая функция [image: image28.wmf])
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Постановка задачи. Требуется найти все кусочно метааналитические функции [image: image34.wmf]{

}

)

(

),

(

)

(

z

F

z

F

z

F

-

+

=

 класса [image: image35.wmf](1)

2

()()

MTHL

±

Ç

, исчезающие на бесконечности и удовлетворяющие на L следующим краевым условиям: 

[image: image36.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

1

12

11

12

11

t

g

t

F

t

G

t

F

t

G

t

F

t

A

t

F

t

A

+

+

=

+

-

-

+

+

,                   MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3)

[image: image37.wmf]212221222

()()()()

()()()()()

FtFtFtFt

AtAtGtGtgt

nnnn

++--

++--

¶¶¶¶

+=---

¶¶¶¶

,              MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4)

где [image: image38.wmf]+

¶

¶

n

 ([image: image39.wmf]-

¶

¶

n

) – производная по внутренней (внешней) нормали к L, а [image: image40.wmf])

(

t

A

kj

, [image: image41.wmf])

(

t

G

kj

, [image: image42.wmf])

(

t

g

k

 ([image: image43.wmf]1,2

k

=

; [image: image44.wmf]1,2

j

=

) – заданные на L функции, причем [image: image45.wmf])

(

t

A

kj

, [image: image46.wmf])

(

)

(

)

3

(

L

H

t

G

k

kj

-

Î

 ([image: image47.wmf]1,2

k

=

; [image: image48.wmf]1,2

j

=

), [image: image49.wmf](3)

()()

k

k

gtHL

-

Î

.

Сформулированную задачу будем называть второй основной четырехэлементной краевой задачей типа Римана в классах метааналитических функций (или, коротко, задачей [image: image50.wmf]42
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Отметим, что в частном случае, когда искомая функция задается формулами (1), где [image: image53.wmf]0
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 краевая задача [image: image56.wmf]42
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 представляет собой вторую основную краевую задачу типа Римана для бианалитических функций, которая была поставлена Ф.Д. Гаховым в его известной монографии [3] и подробно исследована в работах К.М. Расулова (см. [1] и имеющуюся там библиографию). В работах Ю.А. Медведева (см., например, [2] и имеющуюся там библиографию) задача [image: image57.wmf]42
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 исследована в классах бианалитических функций (т.е. в классах функций вида (1) при [image: image58.wmf]0
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В данной заметке получены условия нетеровости задачи [image: image59.wmf]42
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 и конструктивный метод ее решения в данной выше постановке в случае, когда [image: image60.wmf]}
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Ясно, что для полного исследования задачи [image: image62.wmf]42
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 нужно рассмотреть отдельно два случая, в зависимости от того, в виде (1) или в виде (2) будем искать решения данной задачи.

Случай I. Будем искать решения задачи [image: image63.wmf]42
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 в виде (1). В силу (1) будем иметь:

[image: image64.wmf]}

exp{

)

(

)

(

)

(

1

0

z

dz

z

d

z

dz

z

d

z

z

F

l

j

j

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

¶

¶

+

+

+

,   
[image: image65.wmf]},

exp{

)]

(

)

1

(

)

(

[

)

(

1

0

z

z

z

z

z

z

F

l

j

l

lj

+

+

+

+

+

=

¶

¶


[image: image66.wmf]2

0

1

01

11

()

()

()

()()exp

mmm

dz

dz

Fzmzmzz

zzz

zzzdzdzz

j

j

ll

jjl

-

-

-

--

++

éù

¶

ìü

=--++

íý

êú

¶

îþ

ëû

,

[image: image67.wmf]01

()

()1()exp

mmm

Fzzz

zz

zzzz

ll

jjl

-

--

¶éù

æöìü

=++

íý

ç÷

êú

¶

èøîþ

ëû

.

Далее пользуясь соотношениями 
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 (см., например, [3], с. 304)), а также вводя в рассмотрение вспомогательные функции
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перепишем краевые условия (3) и (4) соответственно в виде
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где
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Анализируя формулы (6) – (7), заключаем, что функции 
[image: image78.wmf])

(

z

k

+

F

 и 
[image: image79.wmf])

(

z

k

-

F

 должны быть аналитическими в областях 
[image: image80.wmf]+

T

 и 
[image: image81.wmf]-

T

 соответственно, т.е. [image: image82.wmf])

(

)

(

±

±

Î

F

T

A

z

k

 ([image: image83.wmf]2

,

1

=

k

). 
Таким образом, по сути, решение краевой задачи 
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 сводится к решению двух четырехэлементных краевых задач (8) и (9) относительно исчезающих на бесконечности кусочно-аналитических функций 
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Для удобства в дальнейших рассуждениях перепишем равенства (8) и (9) в виде одной формулы:
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Переходя в формуле (11) к комплексно сопряженным значениям, будем иметь:
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Введем в рассмотрение аналитические соответственно в [image: image91.wmf]+
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Замечание 1. Из формул (13) следует, что предельные значения функций [image: image100.wmf])
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Используя формулы (13) из (11) и (12) будем иметь:
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Выражая из (14) и (15) функции [image: image109.wmf])

(

1

t

k

+

y

 и [image: image110.wmf])

(

2

t

k

+

y

, получим
[image: image111.wmf]22

12

12

112

()()

()()()()()

()()()

()()()

kk

kkkkk

kkk

kkk

gtgt

tgtgtgtgt

tttt

ttt

b

yyy

ddd

+--

-

-

=++

, [image: image112.wmf]1,2

k

=

,   (16)
[image: image113.wmf]22

12

21

212

()()

()()()()()

()()()

()()()

kk

kkkkk

kkk

kkk

atat

tatgtatgt

ttt

ttttt

b

yyy

ddd

+--

-

-

=-++

, [image: image114.wmf]1,2

k

=

,   (17)
где

[image: image115.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

2

1

1

t

g

t

a

t

g

t

a

t

k

k

k

k

k

-

=

d

,  [image: image116.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

(

1

2

2

1

t

g

t

a

t

g

t

a

t

k

k

k

k

k

-

=

b

.          (18)
Равенства (16)-(17) представляют собой развернутую запись следующих векторно-матричных задач Римана относительно кусочно-аналитических вектор-функций [image: image117.wmf](
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Здесь важно заметить, что для определителей матриц-коэффициентов векторно-матричных задач Римана (19) справедливы следующие равенства:
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Из равенств (20) следует (см., например, [1], [4], [6], [7]), что для нетеровости векторно-матричных задач Римана (19) необходимо и достаточно, чтобы всюду на окружности L выполнялись условия:
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С учетом формул (10) условия (21) можно переписать в виде
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Методы решения векторно-матричных задач вида (19) (при выполнении условий (21)) достаточно подробно изложены, например, в [1], [6].

Предположим далее, что выполняются условия (21), векторно-матричные задачи (19) разрешимы и найдены их общие решения 
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Покажем теперь, каким образом по найденным решениям двух векторно-матричных задач Римана (19) (т.е. по известным вектор-функциям 
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, удовлетворяющим условиям «симметрии» (13а)), можно восстановить искомые кусочно метааналитические функции [image: image135.wmf]()
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Во-первых, в силу формул (13) по известным вектор-функциям 
[image: image138.wmf]))

(

),

(

(

)

(

2

2

z

z

z

k

k

k

±

±

±

=

y

y

y

, [image: image139.wmf]1,2

k

=

) можно определить кусочно аналитические функции 
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Во-вторых, из соотношений (6) и (7) имеем:
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Нетрудно проверить, что функция 
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 при выполнении следующих условий:

[image: image148.wmf]ò

=

=

F

-

F

+

+

+

L

k

k

d

2

,

1

,

0

)

(

)

(

)

(

2

1

t

t

t

t

t

l

.                         (27)

Так как по условию задачи [image: image149.wmf]42
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 порядок аналитической компоненты 
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Поскольку требуется решить задачу [image: image154.wmf]42
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, то остается еще проверить выполнение следующего условия: граничные значения найденных по формулам (23)-(26) функций 
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Согласно условиям задачи [image: image160.wmf]42
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. Следовательно (см., например, [1], с. 53), граничные значения решений краевых задач Римана (19) принадлежат классу 
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Таким образом, решения задачи [image: image180.wmf]42
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 в рассматриваемом случае можно найти по формуле (1), где 
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Сформулируем полученный результат.

Теорема 1. Пусть [image: image183.wmf]}
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 и всюду на L выполняются условия (22). Тогда решение краевой задачи [image: image184.wmf]42
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 исчезающих на бесконечности кусочно метананалитических функций, задаваемых формулами (1), сводится к решению двух векторно-матричных задач Римана (19) нормального типа. При этом для разрешимости задачи [image: image186.wmf]42
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 необходимо и достаточно, чтобы были одновременно разрешимы задачи Римана (19) и выполнялись условия (27), (28).
Так как при выполнении условий (22) векторно-матричные задачи Римана (19) являются нетеровыми, то из теоремы 1 вытекает следующее важное утверждение.

Следствие 1. Задача [image: image187.wmf]42

GR

 в рассматриваемом случае нетерова тогда и только тогда, когда выполнены условия (22).
Случай II. Исследуем теперь задачу [image: image188.wmf]42
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 в случае, когда искомая кусочно метааналитическая функция задается формулами (2). В этом случае будем иметь:
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Используя соотношения (5), формулы (29)-(30) и тот факт, что на окружности L выполняется тождество [image: image193.wmf]t
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[image: image194.wmf](

)

(

)

{

}

0

1

1101120011

()()exp()exp()()exp()exp

AtttAttttt

tt

l

l

jjjljl

++++

ìü

æö

æö

+++=

íý

ç÷

ç÷

èø

èø

îþ



[image: image195.wmf]0

1

1101

11

()()exp()exp

mm

Gttt

tt

l

l

jj

--

++

ìü

æö

æö

=++

íý

ç÷

ç÷

èø

èø

îþ



[image: image196.wmf](

)

(

)

{

}

11

1200111

()()exp()exp()

mm

Gtttttgt

jljl

-+-+

+++

,                    (31)


[image: image197.wmf]{

}

11

2122

00

()()

1

()()exp()()exp

kkkk

kkkk

kk

dtdt

AtttAtttt

dttttdt

jllj

jljl

++

++

==

æö

æö

ìü

+++=

ç÷

íý

ç÷

ç÷

îþ

èø

èø

åå



[image: image198.wmf]1

21

11

0

()(1)

()()exp

kkk

k

mm

k

dtm

Gttt

dttt

jll

j

-

-

++

=

æö

-

ìü

=++

íý

ç÷

îþ

èø

å



[image: image199.wmf]{
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Вводя в рассмотрение вспомогательные функции 
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перепишем равенства (31) и (32) соответственно в виде:
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Отметим, что решение задачи 
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 ищется в классе 
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Далее будем считать, что на 
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 выполняется условие (21) при 
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Тогда из равенства (34) c учетом обозначений (36), (37) получим:
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 – вполне определенные функции, выражающиеся через коэффициенты краевых условий задачи 
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, формулы для которых в настоящей заметке выписывать не будем из-за их громоздкости. 
В силу структурной аналогии краевых условий (34) и (35), а также равенств (37) и (38), из (35) при выполнении на 
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и дополнительно одного из условий
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получим формулы, аналогичные соотношениям (43) и (44):
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Интегрируя в (50) и (51) по частям члены, содержащие 
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Из (43) и (44) получим ещё два равенства, связывающие граничные значения функций 
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Вычитая из (54) и (55) равенства (52) и (53) соответственно, с учетом (33) получим:
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Умножая равенство (56) на 
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Решая полученную обобщенную краевую задачу типа Римана (58) – (59), находим функции 
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. Решая четырёхэлементные краевые задачи (34), (35) методом, изложенным в [7], находим функции 
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Таким образом, получили следующий результат.

Теорема 2. Пусть 
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 в классе 
[image: image305.wmf](1)

2

()()

MTHL

±

Ç

 исчезающих на бесконечности кусочно метааналитических функций вида (2) сводится к решению краевой задачи (58) – (59) и двух скалярных четырёхэлементных краевых задач Римана (34), (35) для аналитических функций. При этом для разрешимости задачи 
[image: image306.wmf]42
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 необходимо и достаточно, чтобы были одновременно разрешимы все указанные вспомогательные краевые задачи.

Следствие 2. Задача [image: image307.wmf]42

GR

 в рассматриваемом случае нетерова тогда и только тогда, когда выполнены условия (21).
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