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Исследование поглощающего состояния системы с помощью марковских цепей и фундаментальной матрицы
Аннотация: Разработка моделей структурного анализа систем проектного управления является важной задачей проектного менеджмента. В статье рассмотрена модель критериев успешности, где состояния соответствия представлены как степени совершенства проектов. В данном случае модель использована для поглощающих состояний системы. Проиллюстрировано применение марковских цепей для определения параметров проектов и оценки их результативности. Построена фундаментальная матрица, которая позволила вычислить различные характеристики системы
Abstract: The development of models for the structural analysis of project management systems is an important task of project management. The article considers the model of success criteria, where the state of compliance is presented as the degree of project perfection. In this case, the model is used for the absorbing states of the system. The use of Markov chains for determining the parameters of projects and evaluating their effectiveness is illustrated. The fundamental matrix is constructed, which made it possible to calculate various characteristics of the system
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Введение. Анализ мирового опыта показал целесообразность использования нескольких параметров для оценки результативности проектов, позволяет наиболее эффективно решить важные задачи по обеспечению требований эффективности проектов в условиях ограниченности времени, финансовых, человеческих и других видов ресурсов [1-3].
Проектный подход, как основа управления изменениями, ориентирует любую деятельность на проактивные (с предубеждением) основы управления системой «проект и команда, проект и окружения» за счет использования моделей, отражающих существенные свойства системы, в том числе методов измерения параметров проектов и оценки их результативности [4-6].
В случае решения задачи оценки производственной системы по создаваемой ценности выберем целевой функции совокупность вероятностей определенных состояний, которые отражают уровень совершенства системы в смысле соответствия некоторым критериям [7-8]. Систему можно изменять и совершенствовать за счет управления. Это возможно при использовании воздействий на ресурсы, технологии, коммуникации или структурные изменения в системе [9-10].
Цель статьи.  Статья продолжает исследования, приведены в работах [10,13]. В этих работах рассмотрено использование различных марковских цепей для моделирования процессов управления проектно-упровляемыми или проектно-ориентированными организационно-техническими системами. Целью этой статьи является использование дискретных и непрерывных марковских цепей для поглощающих состояний системы.
Изложение основного материала. Рассмотрим шкалу степеней соответствия на примере экологических оценок проектов, соответствующих заданным критериям (в табл. 1). В зависимости градации состояний соответствии какой степени совершенства проектов предлагается модель критериев успешности. Эта модель может быть применена для любых проектов и их составляющих, характеризующих основные аспекты проектов. Для описания такой модели используем цепи Маркова с дискретным и непрерывным временем [15].

Известны примеры применения цепей Маркова для определения вероятностей состояний организационно-технических или социальных систем основаны на структурной и параметрической подобию оригиналов этих систем их отображением - марковским цепям.
Таблица 1 - Степени соответствия экологических оценок критериям успешности

	Оценка
	Пояснения, критерии оценки
	Состояние

	A
	в целом выполнено хорошо, никакие важные задачи не остались невыполненными
	
[image: image1.wmf]1
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	B
	в целом удовлетворительное и полный, есть лишь незначительные упущения
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	C
	удовлетворительное, несмотря на упущения и / или несоответствия
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	D
	в целом неудовлетворительное, из-за значительных и существенных упущений и / или несоответствия, хотя хорошо выполнены разделы
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	E
	крайне неудовлетворительное, важные

задача плохо выполнены либо не

выполнены вообще
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С помощью марковской модели представлена организационно-техническая система проектноориентованого управления станкостроительным предприятием. Эффективным является использование цепей Маркова для оценки качества работы учебных заведений и управление коммуникациями в рекламных проектах с использованием марковской модели [8].

Представим в виде ориентированного графа модель оценки степени соответствия экологических оценок критериям качества (см. табл. 1). Вершины графа соответствуют состояниям степеней соответствия экологических оценок определенным критериям, а дуги ненулевым вероятностям переходов (см. рис. 1).
При этом примем гипотезу, что состояния 
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 является поглощающими. Это означает, что процесс в случае перехода к состояниям 
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 не имеет возможности перейти из них в какие другие состояния. Для поглощающего состояния вероятности перехода подчиняются условиям 
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Таким образом, с необратимого состояния всегда можно с определенной вероятностью за какое число шагов перейти в какой-то другой состояние, в то же время вернуться из этого состояния в начальный невозможно [8-9]. Наличие в системе поглощающих состояний радикальным образом меняет характер процесса
[image: image19.png]



Рис. 1 - Размечая граф модели оценки критериев успешности

Примем, что из внутренних состояний 
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 возможные переходы осуществляются в направлении состояний 
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, с вероятностями 
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 Матрица перехода в этом случае имеет вид:
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Переходные вероятности  могут быть получены экспертным методами. Переходы между состояниями в определенной степени характеризует уровень технологической зрелости организации. Вероятности «задержки» 
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, дополняют к единице сумму переходных вероятностей с 
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-го состояния к другим сословиям за один шаг. Общее решение цепи Маркова, представленного ориентированным размеченным графом на рис. 1 получим на основе матрицы переходных вероятностей, при условии, что исходное состояние 
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Таблица 2 - Новые обозначения состояний

	Прежнее обозначение
	
[image: image34.wmf]1

D


	
[image: image35.wmf]2

D


	
[image: image36.wmf]3

D


	
[image: image37.wmf]4

D


	
[image: image38.wmf]5

D



	Новое обозначение
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На рис. 2 показан новый размеченный граф модели оценки критериев успешности. От такой операции процесс в системе не меняется, хотя матрица перехода (1) преобразуется к виду (2).
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Выполним разбиение матрицы перехода (2) на подматрицы (3). Если размерность системы равна 
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 - количество поглощающих состояний, тогда 
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 - число необратимых состояний. Подматрицы имеют такие размерности:

[image: image48.wmf](

)

IIrr

=´

, 
[image: image49.wmf]I

- единичная матрица, порядок которой определяется числом поглощающих состояний в системе; 
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 - нулевая матрица; 
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 - состоит из элементов, характеризующих переход с необратимым состояний в поглощающие; 
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 - матрица, которая описывает поведение системы или процесса во множественном числе необратимых состояний к переходу в поглощающие состояния.
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В данном случае 
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, следовательно размерности матриц соответственно равны: 
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Представление матрицы перехода в виде (3) называется каноническим. Основная особенность поглощающих состояний состоит в том, что с увеличением числа шагов 
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, вероятность попадания процесса или системы в поглощающее состояние равен единице. С ростом 
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 элементы подматрицы 
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 стремятся к нулю, а подматрицы 
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 к единице.
Характер изменения элементов подматрицы 
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 с ростом 
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 связан с определением важных количественных характеристик поглощающих цепей:

1) вероятности достижения поглощающего состояния с любого заданного;

2) среднего значения числа шагов, необходимых для достижения поглощающего состояния;

3) среднего значения времени, проводящая система в каждом из необратимых состояний до попадания системы в поглощающее состояние.
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Рис. 2 - Новый размеченный граф модели оценки критериев успешности

Подсчитаем число
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 попадания процесса в необратимый состояние 
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. Число 
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, умноженное на единицу времени, характеризует время пребывания в этом состоянии. Число 
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- случайная величина, и ее характеристики зависят от подматрицы переходных вероятностей 
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 и от начального состояния. Обозначим через 
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 означает операцию усреднения по множеству, а индекс 
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 и указывает, что среднее значение вычисляется для 
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 включает слагаемое, который отражает факт нахождения процесса в начальном состоянии.

Аналитически вычислим это с помощью символа Кронекера:
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После первого шага процесс с вероятностью 
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 перейдет в состояние 
[image: image91.wmf]k

D

, который принадлежит множеству 
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 всех необратимых состояний. Добавляйте по всем 
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На основе формулы (4), а также, учитывая правила сложения и произведения матриц, получим матричное соотношение:
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С помощью фундаментальной матрицы 
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, которая определяется соотношением (5) возможно вычислить различные характеристики процесса. Каждый элемент матрицы 
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 означает средне число попадания процесса в настоящее необратимый состояние в зависимости от исходного состояния. Элементы главной диагонали больше единицы. Найдем фундаментальную матрицу для данного поглощающего цепи Маркова.
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Если задать 
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Фундаментальная матрица равна
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Если рассмотреть элементы второй строки матрицы (9), то мы увидим, если процесс начался из состояния 
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, то с учетом равенства единицы начального состояния, процесс проводит в этом состоянии в среднем 8/5 единиц времени.
С начального момента процесс проведет в состоянии 
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 6/5 единиц времени, а в состоянии 
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В силу однородности марковской цепи в качестве начального состояния можно выбирать любое состояние, в котором система оказывается в данный момент времени. Итак, фундаментальная матрица дает одинаковый прогноз на будущее независимо от абсолютного значения времени, прошедшего с начального момента. Это свойство фундаментальной матрицы иллюстрирует марковскую свойство процесса, характеризуя его как процесс без последействия: при известном настоящем будущее не зависит от прошлого.
Данное свойство фундаментальной матрицы, не противоречащей характера изменений безусловных вероятностей и вероятностей перехода с течением времени: в поглощающих цепей безусловная вероятность при 
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 попасть в необратимый состояние мала, но если система оказалась в этом состоянии, то среднее время, которое проведет процесс в необратимых состояниях определяется с помощью фундаментальной матрицы 
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Обозначим через 
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 время, которое проводит процесс в необратимых состояниях, включая время пребывания в начальном состоянии 
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. C учетом масштабирования величина 
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 представляет собой число шагов, которое совершает процесс при переходе из начального состояния в  поглощающий, то есть
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Тогда среднее время до поглощения при начальном состоянии 
[image: image115.wmf]i
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 равна:

	
[image: image116.wmf](

)

icpijj

i

jTjT

ttnn

ÎÎ

===

åå

 
	(11)


Подытоживая построчно элементы функциональной матрицы, получаем вектор-столбец величины 
[image: image117.wmf]i
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:
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Применяя формулу (12) к матрице (9) получим :
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Анализ полученного результата свидетельствует о том, что поглощающий состояние быстро достигается из состояния 
[image: image120.wmf]3

B

. Естественно было бы ожидать, что величина 
[image: image121.wmf]4

t

 будет меньше 
[image: image122.wmf]5

t

, поэтому попасть в поглощающие состояния 
[image: image123.wmf]1
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 и 
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 с 
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 труднее, чем из состояний 
[image: image126.wmf]3
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 и 
[image: image127.wmf]5
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. Однако, поскольку 
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, а 
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, то процесс направлен в состояние 
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, потому 
[image: image131.wmf]54
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Все возможные вероятности 
[image: image132.wmf]ij

b

 попадания процесса с необратимого состояния 
[image: image133.wmf]j

B

 в поглощающее состояние 
[image: image134.wmf]j
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 определяются с помощью элементов подматрицы 
[image: image135.wmf]R

 матрицы перехода 
[image: image136.wmf]p
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 (2), поэтому вероятности переходов, образующих подматрицу 
[image: image137.wmf]R

, характеризует переходы процесса с необратимым состояний в поглощающие.

Если процесс выходит из необратимого состояния 
[image: image138.wmf]i

B

, то:

1) Он может с вероятностью πij оказаться в поглощающей состоянии 
[image: image139.wmf]i

B

, который нас интересует;

2) процесс с вероятностью 
[image: image140.wmf]ik

p

 может попасть в любой другой необратимый состояние 
[image: image141.wmf]k

B

 (вероятности πik образуют подматрицу 
[image: image142.wmf]Q

 ) и уже оттуда с вероятностью 
[image: image143.wmf]kj

b

 перейти в поглощающее состояние 
[image: image144.wmf]j
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 Поэтому
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или в матричной форме: 
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Отсюда:
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)

1

BIQRNR

-

=-=

 
	(16)


Применение матрицы возможных вероятностей к данной матрицы переходных вероятностей (8) дает следующий результат:
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Через довольно большую разницу между вероятностью 
[image: image149.wmf]p

 и 
[image: image150.wmf]q

 (
[image: image151.wmf]q

 больше 
[image: image152.wmf]p

 в три раза), вероятность 
[image: image153.wmf]1

i

b

 (по новой нумерации состояний) попадание из любого необратимого состояния 
[image: image154.wmf]i

B

 в поглощающее состояние 
[image: image155.wmf]1

B

 больше, чем вероятность попадания в состояние 
[image: image156.wmf]2

B

. Полная вероятность поглощения процесса, выходящего из любого начального состояния, равен единице. Этот факт легко подтверждается порядковым суммированием элементов последней матрицы (17).
Выводы. Фундаментальная матрица дает одинаковый прогноз на будущее независимо от абсолютного значения времени, прошедшего с начального момента. Это свойство фундаментальной матрицы иллюстрирует марковское свойство процесса, характеризуя его как процесс без последействия: при известном настоящем будущее не зависит от прошлого. 

Вектор-столбец величины, характеризующий среднее время до поглощения 
[image: image157.wmf]i

t

, показывает лучшую скорость достижения поглощающих состояний. Вид матрицы 
[image: image158.wmf]B

 иллюстрирует полная вероятность поглощения процесса, выходящего из любого начального состояния.
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