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О некоторых применений теории управления Марковскими полями специальной структуры 
Аннотация: В работе рассматриваются некоторые применения теории управляемых Марковских полей, заданных на некотором конечном не ориентированном графе. Граф описывает систему «соседних зависимостей», эволюция случайного процесса описывается через локальную и синхронную смену состояний вершин графа, зависящие от решений, принимаемых в них. Приведен пример применения теории NK-автоматов Кауфмана 

Abstract: In this paper, we consider some applications of the theory of controlled Markov fields defined on some finite non-directed graph. The graph describes a system of "neighboring dependencies", the evolution of a random process is described through a local and synchronous change in the states of the graph vertices, depending on the decisions made in them. An example of applying the theory NK-Kaufman automata is given
Ключевые слова: Марковский процесс, принятие решений, оптимальная стратегия.
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Введение. Теория управления случайными процессами и полями достаточно разветвленная и объемная. Применение ее теоретических положений позволяют описать процессы различной природы. В работе [1] рассмотрены некоторые проблемы, которые возникают во время решения многих прикладных задач экономики, распознавания, социологии, биологии, моделирование катастроф. Основной целью этой работы является исследование применения управляемых случайных полей, заданных на конечном неориентированном графе [2], в задаче управления биологическими системами на примере NK-автоматов Кауфмана.
Постановка задачи. Материал этого раздела опирается на результаты работы [2].
Пусть задан некоторый неориентированный конечный граф 
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 ребро, соединяющее вершины графа 
[image: image6.wmf]k

 и 
[image: image7.wmf]j

. Окрестностью вершины 
[image: image8.wmf]k
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, то есть окрестность вершины 
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[image: image13.wmf]k

. Для любого подмножества 
[image: image14.wmf]KV

Ì

 обозначим окрестность как 
[image: image15.wmf]()()

kK

NkNk

Î

=

U

 - 
[image: image16.wmf]K

, полная окрестность, как 
[image: image17.wmf]()()

NKNKK

=È

%

. Для каждого подмножества вершин 
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 обозначим маргинальный вектор состояния 
[image: image19.wmf]x

  
[image: image20.wmf](

)

,

kkkiKi

xxkKXX

Î

ºÎÎ=´

. 
Пусть 
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 - локальное пространство состояний вершины 
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, то есть конечное множество допустимых состояний, которое ставятся в однозначное соответствие вершине 
[image: image23.wmf]i

. Тогда 
[image: image24.wmf]iVi

XX

Î

=´

 - глобальное пространство состояний системы. Для каждого подмножества вершин 
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Случайная величина 
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, определенная на некотором вероятностном пространстве 
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, называется (дискретным) случайным полем на 
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Везде считаем, что все случайные величины заданны на некотором вероятностном пространстве 
[image: image35.wmf]{

}

,,

FP

W

.

Определение 1. Дискретное случайное поле 
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, определенное выше, является (дискретным) марковским полем, если выполняется
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для всех  
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Во многих задачах, касающихся прикладных приложений, случайные поля используют для описания эволюции системы, то есть 
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 зависит от времени 
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. В этом случае следует писать 
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, чтобы подчеркнуть зависимость от времени.
Всюду в этой работе будем считать, что 
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 принимает дискретные значения 
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 указывает на принадлежность к вершине 
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, таким образом, 
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 обозначает маргинальное распределение в момент времени 
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 значений вершины 
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 некоторого процесса 
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Если Марковский процесс 
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, описанный выше ставится в соответствие системе окрестностей 
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, естественно предположить, с учетом эволюции системы со временем, что значение 
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-й вершины в каждый момент времени зависит от предыдущего состояния всей системы.
Для описания этого приведем определение свойства Марковского процесса в пространстве и времени.
Определение 2. Пусть 
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 - дискретный Марковский процесс, описанный выше, с конечных пространством состояний 
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 на 
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. Переходные вероятности на 
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 называются локальными , если
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 выполняется почти везде по мере 
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, то есть состояние вершины 
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 зависит только от ее полной окрестности в предыдущий момент времени. Переходные вероятности на 
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 называются синхронными [3], если
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Если 
[image: image68.wmf]x

 удовлетворяет (2) и (3), то он называется Марковским процессом с локальным синхронным взаимодействием компонент на 
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Предположим, что в каждый момент времени дано множество действий (управляющих воздействий) 
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 - множество допустимых действий для вершины 
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. Предположим, что 
[image: image74.wmf]i

U

 не зависит от 
[image: image75.wmf]t

 и конечно. Обозначим через
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зависящие от истории решение системы в момент времени 
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. Будем рассматривать только стратегии, локальные в таком смысле:
Определение 3.(1) Если в моменты времени 
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 принимаются только на основании информации об истории полной окрестности 
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 называется локальной стратегией для вершины 
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. Таким образом, для зависимых от истории решений имеем последовательности, 
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 Эти функции определены в пространстве:
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и принимают значения в 
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(2) Локальная стратегия 
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является зависимой от истории последовательностью решений вершины 
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Исходя из этого определения, естественно предположить, что влияние управления на эволюцию зависимого от времени случайного поля ξ происходит через переходные вероятности
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Включение Марковской структуры согласно определению 2 в конструкцию процесса ведет к предположению, что закон движения системы характеризуется инвариантными во времени переходными вероятностями. А именно, как только система находится в состоянии 
[image: image95.wmf]y

 и принимается решение 
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, то, несмотря на ее историю, следующее состояние выбирается в соответствии с законом перехода, зависимым только от 
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Исходя из этого, стратегия 
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 определяет вероятностную меру в пространстве последовательностей 
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Управляемый процесс вообще не будет Марковским, поскольку функции 
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Определение 4. Локальная стратегия 
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, то есть каждая локальная окончательная функция 
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 зависит от полной истории только через текущий локальное состояние вершины 
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Отсюда следует, что использование Марковской стратегии 
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 как стратегии управления зависимым от времени Марковским случайным полем определяет Марковский процесс 
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 не является однородной Марковской цепью.
Определение 5. Локальная Марковская стратегия 
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 называется стационарной Марковской стратегией, если 
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, то есть стационарная Марковская стратегия 
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 полностью определяется функциями
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Во многих задачах допустимые решения для управляющих воздействий на систему зависят только от актуального состояния системы. Тогда пусть 
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 описывает определенные ограничения значений для решения 
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Определение 6.(1) Для каждой вершины 
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 и каждой конфигурации окрестности 
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(2) Локальная стратегия 
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 называется допустимой, если для каждого 
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Класс всех допустимых детерминированных локальных стратегий обозначим через LD; подкласс допустимых локальных Марковских стратегий через LDM
(3) В LDS обозначим класс допустимых детерминированных стационарных локальных Марковских стратегий с инвариантными во времени ограничивающими множествами: 
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Определение 7. Пара 
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 называется управляемым процессом с локально взаимодействующих синхронными компонентами, заданным на конечных графе 
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где 
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 - локально определенные переходные ядра, которые означают инвариантный во времени закон движения системы. Для 
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Очевидно, что
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 коротко будем называть управляемым зависимым от времени случайным полем. 
Если в состоянии 
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 Ожидаемые потери к моменту времени 
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 включительно, если 
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 начиная с 
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  и используется стратегия 
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 будут тогда следующие:
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где 
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- математическое соотношение, которое соответствует управляемому процессу 
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, если 
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. Задача состоит в нахождении стратегии 
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, асимптотически минимизирует ожидаемые расходы на неограниченном горизонте
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Обозначим через
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значение, которое может приобрести оптимальная стратегия.

Определение 8. Стратегия 
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 называется оптимальной, если 
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Основным результатом для задачи управления Марковским полем на графе является нахождение оптимальной стратегии в классе стационарных Марковских стратегий  [2].
Теорема. Рассмотрим управляемый процесс 
[image: image176.wmf](

)

,

xd

 с локально взаимодействующих синхронными компонентами, заданный на конечных графе 
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 в соответствии из определения 7 с конечных множеством состояний 
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 случайной величины 
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 и конечным множеством управляющих воздействий 
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. Пусть множество допустимых решений 
[image: image181.wmf](

)

t

U

×

 не зависит от 
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. Тогда в классе 
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 допустимых детерминированных локальных стратегий существует единственная оптимальная стратегия, которая принадлежит классу 
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 стационарных Марковских стратегий.
NK-автоматы Кауфмана. Как указано в [4], геном высших организмов содержит информацию о синтезе около 100 000 различных протеинов. Одним из центральных утверждений в биологии развития является объяснение существования различных типов клеток с наличием различных генов, которые функционируют внутри этих клеток. При этом все клетки имеют почти одинаковый генетический состав. Они дифференцируются впоследствии различного поведения генов в них.
Геном действует как сеть, в которой гены регулируют друг друга или непосредственно синтез протеинов. Поведение этой системы определяет тип клетки. Понимание структуры и поведения генных регуляторных систем является центральной задачей молекулярной биологии.

Каждая сложная система содержит так называемые локальные свойства: эти характеристики описывают, как отдельные элементы, связанные в системе и как они могут влиять друг на друга. В геноме элементами являются гены. Активность одного гена регулируется небольшим количеством других генов. Также существуют правила, которые управляют взаимодействием генов. При заданном наборе локальных свойств можно построить большое единство или класс всех систем, отвечающих этим правилам.

Статистические методы позволяют определить средние характеристики систем.
C. Кауфман предложил следующий подход к моделированию генной регуляторной системы. Поведение элементов системы идеализируется представлением их как булевых элементов. Чтобы изучить поведение многих элементов используются случайные булевы сети. В булевой NK-сети каждый из 
[image: image185.wmf]N

 булевых элементов регулируется K другими. Для каждого элемента существует булева функция, предопределяет его эволюцию. Поведение биологической системы идеализируется также тем, что рассматриваются автономные случайные булевы NK-сети, то есть такие, в которых никакие входные данные не поступают из системы. Таким образом, задав значение 
[image: image186.wmf]N

 и 
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, можно рассмотреть класс сетей, имеющих общие свойства. Каждая комбинация значений элементов сети образует состояние сети. На каждом временном шаге значения булевых элементов вычисляются с помощью булевых функций. Поскольку все значения вычисляются одновременно и система изменяет значение всех элементов одномоментно, говорят, что система синхронная. Последовательность состояний называют траекторией сети. Важной свойством сети является конечное число состояний. Таким образом, система рано или поздно должно войти в один из состояний повторно. Поскольку следующее состояние полностью определяется предыдущим, система будет и дальнейшем повторять траекторию и образовывать таким образом, цикл. Такие циклы называются динамическими аттракторами сети. Как только система достигает состояния, принадлежащего цикла, она остается в этом цикле. Состояния, которые приводят к состояниям, принадлежащим к аттракторам, называются бассейном аттракторов.

Каждая сеть имеет, по крайней мере, один аттрактор. Оставлена без внешнего воздействия сеть попадет в один из аттракторов и останется в нем. Другая ситуация наблюдается, если сеть испытывает внешние возмущения. Возмущением называется одноразовое изменение состояния на случайное отличное от текущего. Рассматривать полные (одноразовое случайное изменение значений всех элементов сети) и минимальные возмущения (одноразовое изменение значений одного случайного элемента сети на другой). Реакция сети на возмущение может сильно отличаться. Для сравнения реакции сетей на возмущение введем понятие стабильности. Стабильность NK-сети к возмущениям - условная вероятность того, что сеть не выйдет за пределы своего бассейна после возмущения.
Особенность полных возмущений состоит в том, что для любых двух состояний существуют полные возмущения, которые переводит первое состояние во второе. Следовательно, в случае полных возмущений имеем полный граф, описывающий достижимость состояний автомата. Интересным с этой точки зрения является вариант минимальных возмущений. Тогда граф досягаемости будет отвечать графу окрестностей 
[image: image188.wmf]G

 и, следовательно, к такой задачи можно будет применить результаты предыдущего раздела. Для этого нужно определить функцию потерь. Если предположить, что в каждый момент времени случайным образом происходит минимальное возмущение, на которое может влиять некоторое решения (например, с целью лечения, селекции и т.п.), то получим переходные синхронные локальные вероятности. Кроме того, каждой паре решений и состояний можно поставить в соответствие функцию потерь (например, стоимость лечения, степень охвата целевого бассейна и т.д.). Таким образом, получим задачу минимизации расходов, для решения которой нужно будет найти стационарную Марковскую стратегию.
Сравнивая стабильность полных и минимальных возмущений, можно оценить уровень досягаемости между бассейнами автомата: если разница между стабильностью к полным и минимальным возмущениям высокая, то достижимость между состояниями под влиянием минимальных возмущений - низкая и наоборот.

Итак, под NK-автоматом понимают:

• дискретную;

• динамическую;

• синхронную;

• автономную

сеть из 
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  булевых элементов, каждый из которых имеет 
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 входов и один выход, причем значение каждого элемента на следующем шаге зависят от значений его входных элементов через некоторое булеву функцию.
С. Кауфман приводит ряд утверждений связанных с зависимостями между структурными и поведенческих характеристиками NK-автомата. Он рассматривает такие свойства NK-автомата:

• количество аттракторов;

• медианное значение длины аттрактора;

• размеры бассейнов, которые образуют вокруг себя

динамические аттракторы;

• стабильность в минимальных возмущений, то есть одноразового изменения значения значение одного из булевых элементов на противоположное;

• стабильность к структурным изменениям в автомате, то есть к изменениям в логических функциях;

• досягаемость между различными аттракторами, то есть количество других аттракторов, к которым система может перейти после с каждого из аттракторов после всех возможных минимальных возмущений;

• внутренняя гомогенность функции 
[image: image191.wmf]P

 - доля среди 
[image: image192.wmf]2
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  значений функции, равной нулю (или единицы, в зависимости от того, каких значений больше половины)

• средняя внутренняя гомогенность всех функций с K входами (PK).
Вывод. В целом, применение теории случайных полей на практике осложняется отсутствием информации о переходные вероятности, поиск которых довольно трудоемкий и ресурсозатратный. На примере показано, как можно избежать этой проблемы для успешной реализации теоретических положений. В дальнейшем перспективными являются исследования по применению теории управляемых Марковских процессов и полей в различных областях человеческой деятельности. При этом основным направлением исследований является разработка эффективных методов сбора информации и агрегирования полученных данных
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