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Аннотация. Статья посвящена исследованию влияния граничных условий на эффективность метода коллокаций для расчета пространственных конструкций при использовании метода построения последовательности узлов коллокации на основе пропорции золотого сечения. Исследована сходимость полученных решений и поведение поверхности невязки при расчете пластины в нескольких приближениях с различными условиями закрепления контура.
Ключевые слова: метод коллокаций, определение узлов коллокации, золотое сечение, невязка решения, граничные условия

INFLUENCE OF BOUNDARY CONDITIONS ON THE EFFECTIVENESS OF THE COLLOCATION METHOD IN THE CALCULATION OF SPATIAL STRUCTURES
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Abstract. The article is devoted to the study of the influence of boundary conditions on the effectiveness of the collocation method for calculating spatial structures when using the method of constructing a sequence of collocation nodes based on the golden ratio. The convergence of the solution and the behavior of the residual surface are investigated when calculating the plate in several approximations with different contour fixing schemes.
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Расчету пространственных конструкций классической и неклассической формы посвящен обширный ряд исследований. Для решения дифференциальных уравнений механики применяют численные и аналитические методы. В случае использования численных методов, таких как метод конечных разностей или метод конечных элементов, решение получаем в виде численного массива. Исследования сходимости [1, 2] показали, что для получения достаточно точного решения необходимо решать системы уравнений высокого порядка, что связано с высокими трудозатратами. Поэтому для получения результатов с высокой точностью используются специальное программное обеспечение на ПК.
Если поставлена задача получить решение в виде формул, которые удобны при вариантном проектировании, то пластины можно рассчитывать одним из приближенных вариационных методов (Ритца – Тимошенко, Галеркина – Петрова, Бубнова – Галеркина и др.). При этом математическую модель рассматриваемой задачи полезно привести к безразмерному виду. В этом случае при решении задачи в первом или в первых приближениях решение можно представить в виде расчетных формул [3]. При расчете конструкций вариационными методами получение точного решения также может потребовать больших трудозатрат: некоторые методы имеют довольно низкую сходимость (решать задачу требуется при большом количестве приближений), также решение вариационными методами сопряжено с многочисленными процессами интегрирования.
В работе [4] рассмотрен расчет прямоугольной пластины с жестким защемлением по всему контуру методом коллокаций [5] с методикой выбора узлов при помощи «золотого сечения». Предложенная методика построения узлов коллокаций позволила получить решение с высокой точностью во втором приближении, что существенно снизило трудозатраты по сравнению с расчетами другими численными и аналитическими методами.
В этой статье рассмотрим возможность использования методики построения узлов при помощи пропорций золотого сечения при расчете конструкции методом коллокаций при различных граничных условиях.

В качестве примера рассмотрим упругую прямоугольную пластину под воздействием равномерно распределенной нагрузки  при различных схемах закрепления по контуру (рис. 1). Для реализации расчета пластины методом коллокаций, запишем дифференциальное уравнение изгиба пластины в безразмерном виде

	,	(1)


где u – безразмерный прогиб, координаты в безразмерном виде, p – безразмерная поперечная нагрузка. Граничные условия также записываются в безразмерном виде. Функцию прогиба  будем искать в следующем приближенном виде


	,     ,	(2)


где базисная функция, удовлетворяющая однородным граничным условиям на контуре пластины (например, в виде произведения прогибов упругих балок, построенных статическим методом В.З. Власова), а корректирующая функция, которую выбираем в виде следующего полинома с неизвестными коэффициентами


	,     ,	(3)
где степени m и p зависят от условий симметрии задачи.
При подстановке (2) в уравнение дифференциальное уравнение Софи Жермен (1) получаем невязку решения

		(4)

Для реализации метода коллокаций необходимо выбрать точки (узлы коллокации) в серединной плоскости пластины и приравнять невязку решения нулю в выбранных узлах. Тогда получим систему алгебраических уравнений, решением которой будет определение неизвестных коэффициентов . Точность решения при расчете выбранным методом зависит от расположения узлов и их количества.
Для исследования эффективности применения методики построения системы узлов коллокации с использованием пропорций золотого сечения в условиях различных граничных условий, а также в условиях симметрии и асимметрии задачи, рассмотрим несколько вариантов расчетных схем пластины: а – жестко защемленная по всему контуру пластина [5], б – шарнирно опертая по всему контуру пластина, «в» – симметрично шарнирно опертая и жестко защемленная пластина по противоположным сторонам, «г» – пластина, шарнирно опертая по трем сторонам и жестко защемленная с одной стороны.
[image: ]
а 	б
Рис. 1


Система узлов коллокации для вариантов закрепления пластины «а», «б» и «в» построена по методике предложенной в работе [5], при этом в силу симметрии задачи рассматривается только четверть пластины (рис. 1 а). Так как граничные условия варианта «г» являются несимметричными относительно оси , то необходимо построить систему узлов в двух четвертях пластины (рис. 1 б).
Приравнивая в выбранных узлах коллокации невязку решения (4) нулю, получим варианты систем линейных алгебраических уравнений вида

		(5)

(для вариантов закрепления пластины «а», «б» и «в»: узел А – первое приближение; узлы А, B – второе приближение; узлы А, В, С – третье приближение; для варианта закрепления пластины «г»: узлы A, A1 – первое приближение, узлы A, A1, В, В1 – второе приближение, A, A1, В, В1, С, С1 – третье приближение) n – количество узлов коллокаций,  – координаты узлов коллокаций.

Решая полученные СЛАУ, находим коэффициенты  и, при подстановке их в (2), получим искомую функцию прогиба пластинки. Далее через полученную функцию прогиба определяем необходимые характеристики для определения НДС пластины.
В таблице  приведены значения прогиба и изгибающего момента в центре пластины при расчете методом коллокаций с различным закреплением контура пластины в первом, втором и третьем приближениях. Решение, полученное Тимошенко С.П. [6], принимаем как эталонное.


	Характеристика НДС
	№ приближения
	Вариант закрепления контура пластины

	
	
	«а»
	«б»
	«в»
	«г»

	u(0,0)
	1 приближение
	1,385*10-3
	3,820*10-3
	1,916*10-3
	2,584*10-3

	
	2 приближение
	1,337*10-3
	4,241*10-3
	1,962*10-3
	2,832*10-3

	
	3 приближение
	1,333*10-3
	4,064*10-3
	1,962*10-3
	2,817*10-3

	
	Эталонное решение [6]
	1,260*10-3
	4,060*10-3
	1,920*10-3
	2,800*10-3

	M
(0,0)
	1 приближение
	0,025
	0,042
	0,033
	0,030

	
	2 приближение
	0,025
	0,047
	0,034
	0,032

	
	3 приближение
	0,025
	0,045
	0,034
	0,032

	
	Эталонное решение [6]
	0.023
	0.047
	0.032
	0.034


Анализируя значения таблицы 1, можно отметить быструю знакопеременную сходимость решения при всех вариантах закрепления контура пластины. Также при различных вариантах граничных условиях пластины разница между значениями прогиба в центре пластины при расчете методом коллокаций во втором приближении и эталонного решения составила менее 5 %, а разница между значениями изгибающего момента – менее 8 %.
На рис. 2 показаны поверхности невязок решения при расчете пластины методом коллокаций с симметричными граничными условиями (расчетная схема – а) и несимметричными граничными условиями (расчетная схема – б) в первом, втором и третьем приближениях.

[image: ]

Рис. 2. Поверхности невязок решения

При расчете пластин с предложенной системой узлов поверхность невязок принимает максимальные значения по контуру пластины и имеет экстремумы в углах пластины. Ввиду того, что угловые точки контура пластины являются особыми точками контура, их окрестности следует исключить из рассмотрения.
На рис. 2 можно заметить, что при увеличении количества приближений в расчете при любых вариантах граничных условий задачи, пиковые значения невязки решения в углах и на контуре пластинки уменьшаются, а центральная область невязки решения стремится к нулю.
Таким образом, можно сделать вывод, что предложенная методика построения системы узлов коллокаций с помощью «золотого сечения» эффективна при любых симметричных и несимметричных граничных условиях задачи при расчете пластин методом внутренней коллокации. Для получения решения с инженерной точностью достаточно двух приближений, что существенно снижает трудозатраты при расчете по сравнению с другими численными и аналитическими методами (не требуются процессы интегрирования и решение СЛАУ высокого порядка). Использование данной методики построения узлов коллокации приближает область невязки решения по всей плоскости пластины к нулю, а также значительно уменьшает значения невязки в околоконтурных зонах при любых граничных условиях.
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