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Проанализировано влияние размеров неоднородности среды на величины 

вторичных источников магнитного поля. Рассмотренная задача решена мето-

дом Фурье в более общем случае. При решении выяснено, что достаточно 

знать геометрические соотношения ферромагнитных и неферромагнитных 

областей. Показано, что приведѐнные в литературе формулы для определе-

ния величин вторичных источников поля получаются как частный случай 

при соответствующем соотношении ферромагнитных и неферромагнитных 

областей. 

Ключевые слова: электромагнитное поле, метод конечных элементов, метод 

Фурье, ряды Фурье. 

 

Развитие современного общества требует увеличение выпуска всѐ боль-

шего и разнообразного количества всевозможных промышленных изделий и 

потребительских товаров. Такая потребность вызывает разработку новейших 

технологий и технических устройств. Особенно это касается электроэнергетики 

и электротехники, так как основной движущей силой в настоящее время явля-

ется электричество. Если посмотреть на развитие электротехнической отрасли, 

то мы увидим многочисленные изобретения в области электромашиностроения, 

электропривода, электрических аппаратов, электроники и т.д. Чтобы претво-

рить эти нововведения в жизнь, надо проводить либо многочисленные экспе-

риментальные исследования, либо иметь для разрабатываемых устройств каче-

ственные математические модели, позволяющие с помощью вычислений соз-

дать необходимое изделие. 
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Математическое моделирование электротехнических устройств невоз-

можно без хорошего понимания физических процессов, происходящих в них. 

Так как все процессы в электротехнике осуществляются в процессе преобразо-

вания электромагнитного поля в нужные нам виды энергии, то на первое место 

становятся его достоверные расчѐты. Трудности в этих расчѐтах начинаются с 

того, что мы не видим электромагнитного поля. Следовательно, всѐ математи-

ческое моделирование заключается в описании процессов, которые мы изучаем 

по показаниям приборов, то есть опосредованным образом. Поэтому проблема 

расчѐта электромагнитного поля в обозримом будущем является актуальной за-

дачей. Очевидно, что с возрастанием сложности устройств, будут расти и тре-

бования к методам расчѐта полей. 

Расчѐт электромагнитного поля в однородной среде в настоящее время не 

представляет никаких трудностей. Решение, с любой степенью точности, мож-

но найти для любой системы источников поля как аналитическое, так и числен-

ное. Для неоднородных сред ситуация резко усложняется. Приходится решать 

краевые задачи, где на границах раздела разных сред необходимо учитывать 

краевые условия, которые в свою очередь определяются в процессе решения 

задачи. Эта трудность практически исключает получение решения в аналитиче-

ском виде. 

Для расчѐта электромагнитного поля в неоднородной среде в настоящее 

время применяется метод конечных элементов, являющийся развитием теории 

сплайнов и конечно-разностных методов, и метод вторичных источников поля, 

который получил широкое развитие в нашей стране в конце прошлого века. На 

методе конечных элементов мы останавливаться не будем. Заметим только, что 

для решения полевых задач этим методом надо каким-то образом учитывать 

распространение поля в бесконечной области. А это приводит к необходимости 

введения сетки с переменным шагом и запоминанию большого объѐма инфор-

мации. Этого недостатка лишѐн метод вторичных источников поля, так как ре-

шается, в основном, задача определения плотности зарядов, либо токов, на по-

верхности раздела сред. А эти поверхности имеют ограниченные размеры и 
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объѐм информации о поверхностных источниках меньше чем о пространствен-

ном распределении поля. Подробный обзор методов расчѐта электромагнитного 

поля (основных направлений) приведѐн в монографии [1]. 

В предлагаемой статье разбирается возможность применения метода вто-

ричных источников поля в сочетании с рядами и методом Фурье. На конкрет-

ной задаче показана продуктивность такого подхода. Результаты расчѐта по 

предлагаемой методике сравниваются с контрольным примером, рассчитанным 

известным методом. Учитывая точность расчѐта и быстродействие предложен-

ных алгоритмов, можно прогнозировать применение предлагаемого подхода в 

более сложных задачах теории поля. 

Используя известные подходы в расчѐте полей [2 ‒ 7],в статье [8] нами 

было показано, что существующая методика учѐта неоднородности среды с по-

мощью вторичных источников поля противоречит аналитическому решению, 

полученному классическим методом решения краевых задач. Там же была 

предложена методика введения вторичных источников поля, позволяющая лик-

видировать указанное противоречие. Однако аналитическое решение было най-

дено для одного из случаев соотношения неоднородностей среды, что не позво-

ляет проанализировать влияния размеров неоднородности на величину вторич-

ных источников поля. 

Ниже мы рассмотрим более общую задачу и проанализируем влияние 

размеров неоднородности среды на величины вводимых вторичных источников 

поля на примере магнитного поля. 

Рассмотрим общую одномерную полевую задачу, представленную на ри-

сунке. Данная задача аналогична задаче, рассмотренной в [8]. Отличие состоит 

в том, что размеры областей не равны как в предыдущей статье, а произвольны. 

В остальном задачи аналогичны. 

Уравнение Лапласа для каждой области 

0
2

2


xd

Ud M .                                       (1) 
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Имеем одномерную граничную задачу, подчиняющуюся следующим 

краевым условиям: 

поверхность 1 – 0MU ,   при 0x ; 

поверхность 2 – xIIxI HH  00 ,  при 1lx ; 

поверхность 3 – xIIIxII HH 00  , при 21 llx  ; 

поверхность 4 – 0UUM  ,   при 321 lllx  , 

где xIH    – напряжѐнность магнитного поля в области I на поверхности 2; 

xIIH   – напряжѐнность магнитного поля в области II на поверхности 2 или 3; 

xIIIH  – напряжѐнность магнитного поля в области III на поверхности 3. 
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Расположение областей неоднородности 
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Известно, что решение уравнения (1) в общем виде будет иметь вид 

21 CxCUM  ,                                          (2) 

где С1и С2 – постоянные интегрирования, определяемые из краевых условий. 

 

Для каждой из областей решение будет иметь соответствующий вид: 

область I – IIMI CxCU 21  ;                                              (3) 

IxI CH 1 ;                                                        (4) 

область II –   IIIIMII CllxCU 2211 )(  ;                         (5) 

IIxII CH 1 ;                                                      (6) 

область III –   IIIIIIMIII ClllxCU 23211 )(  ;                 (7) 

IIIxIII CH 1 .                                (8) 

С учѐтом краевых условий для поверхности 1 решение (3) для области I 

принимает вид 

xCU IMI 1 .                                            (9) 

С учѐтом краевых условий для поверхности 4 решение (7) для области III 

будет 

  03211 )( UlllxCU IIIMIII  .                     (10) 

Учитывая граничные условия для поверхности 2, имеем 


 I

II
C

C 1
1 .                                              (11) 

Учитывая непрерывность магнитного потенциала на границе 2 

MIIMI UU  ,                                            (12) 

найдѐм 











 2

112
l

lCС III .                                     (13) 

Учитывая граничные условия для поверхности 3, имеем 
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IIII CC 11  .                                              (14) 

Учитывая непрерывность магнитного потенциала на поверхности 3 

MIIIMII UU  ,                                            (15) 

имеем 

  231

0
1

lll

U
C I


 ,                                    (16) 

  231

0
1

lll

U
С II


 ,                                      (17) 

  331

0
1

lll

U
C III


 ,                                  (18) 

  231

21
02

lll

ll
UC II




 .                                  (19) 

Отсюда выражения для магнитных потенциалов UM и напряжѐнностей 

магнитного поля Hx для разных областей будут иметь следующий вид: 

область I – 
 

x
lll

U
UMI

231

0


 ,                                       (20) 

  231

0

lll

U
H xI


 ;                                        (21) 

область II – 
 

  


 21
231

0 llx
lll

U
UMII  

  231

21
0

lll

ll
U




 ,                              (22) 

  231

0

lll

U
H xII


 ;                                        (23) 

область III – 
 

   0321
231

0 Ulllx
lll

U
UMIII 


 , (24) 

  231

0

lll

U
H xIII


 .                                   (25) 
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Распределение магнитного потенциала и напряжѐнности магнитного поля 

при отсутствии магнитной области II 

x
lll

U
UM

321

0


 ,                                    (26) 

321

0

lll

U
H x


 .                                     (27) 

Найдѐм распределение MU  и xH  от вторичных источников поля, имити-

рующих неоднородность среды. 

Область I 

x
lll

U

l

ll
UUU MMIMI

321

0

2

31 1

1








 ,                    (28) 

321

0

2

31 1

1

lll

U

l

ll
H xI








 .                            (29) 

Область II 

 MMIIMII UUU  

  
 

 
0

2
2

31

1

321

0

2
2

31

31

1

1

1

1
U

l
l

ll

l
x

lll

U

l
l

ll

ll
































 ,               (30) 

  
 321

0

2
2

31

31

1

1

lll

U

l
l

ll

ll
H xII
















 .                          (31) 

Область III 

0

2

31321

0

2

31 1

1

1

1
U

l

ll
x

lll

U

l

ll
UUU MMIIIMI
















 ,       (32) 

321

0

2

31 1

1

lll

U

l

ll
H xIII








 .                            (33) 
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Найдѐм соотношение между векторами xH  (воздух) и сxH   (ферромагне-

тик), исходя из следующих соображений. 

На границе раздела двух сред 

   с00 xxxx HHHH  ,                        (34) 

где xH  – абсолютная величина нормальной составляющей напряжѐнности маг-

нитного поля от сторонних источников; 

xH  – абсолютная величина нормальной составляющей напряжѐнности магнит-

ного поля от вторичных источников поля в воздухе; 

сxH   – абсолютная величина нормальной составляющей напряжѐнности маг-

нитного поля от вторичных источников поля в ферромагнетике. 

 

Преобразуем выражение (34) к виду 

 
x

x

x
x H

H

H
H



















1

1

с

.                                     (35) 

Введѐм вспомогательную величину 

x

xс

H

H
k




 .                                               (36) 

Получим окончательное выражение 

xx H
k

H
1

1




 .                                       (37) 

Найдѐм величину k, учитывая, что 

xIx HH   и                                           (38) 

xIIx HH с ,                                            (39) 

2

31

l

ll
k


 .                                               (40) 

Учитывая выражения (27) и (40), выражение (29) приводим к виду 

xxI H
k

H
1

1




 .                                       (41) 
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Аналогично выражение (31) приводим к виду 

xxII H
k

kH
1

1




 .                                    (42) 

Применяя теорему Гаусса и используя (41) и (42), можно найти заряд на 

поверхности раздела двух сред 


































 xxs H

k
kH

k 1

1

1

1
0 ,                   (43) 

или 
 

xs H
k

k

1

21
0




 .                                (44) 

Применяя выражение (44) для ρs в решении уравнения Пуассона с помо-

щью рядов Фурье [8], мы получим не только качественно верное, но и численно 

правильное решение. 

Мы знаем, что напряжѐнность поля на границе раздела двух сред терпит 

разрыв. Получая решение в виде ряда Фурье, в точке разрыва функции мы бу-

дем иметь значение Hр, которое можно вычислить по следующей формуле 

2

1

2

1
1

2

c
p










 





k
H

k
H

HH
HH xx

xx
x .        (45) 

Это следует из свойств разложения разрывных функций в ряд Фурье [7]. 

Отсюда, зная значение функции Hр в точке разрыва, можно найти значение на-

пряжѐнности в воздухе с помощью выражения (45) 

1

2
p




k
HH x .                                            (46) 

Используя (36), можно найти и значение напряжѐнности магнитного поля 

в ферромагнетике 

1

2
pс




k

k
HH x .                                           (47) 

Выводы. Используя более общую задачу, рассмотренную в настоящей-

статье, мы смогли найти условия для решения задачи методом Фурье в более 

общем случае. Причѐм не надо решать при этом никаких уравнений, так как 
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достаточно знать геометрические соотношения ферромагнитных и неферромаг-

нитных областей (40). Задача решается непосредственно методом Фурье без 

решения каких-либо дополнительных уравнений. 

Попутно следует заметить, что известные соотношения для определения 

величин вторичных источников поля, изложенные в [2 – 5], получаются как ча-

стный случай для среды, в которой 1k . А это возможно лишь когда 321 lll  . 
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SOLUTION OF ONE-DIMENSIONAL INHOMOGENEOUS BOUNDARY 
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The influence of the dimensions of the inhomogeneity of the medium on the values of 

the secondary sources of the magnetic field is analyzed. The problem considered is 

solved by the Fourier method in the more general case. In the solution it was found 

out that it is sufficient to know the geometric relations of the ferromagnetic and non-

ferromagnetic regions. It is shown that the formulas given in the literature for deter-

mining the values of the secondary field sources are obtained as a special case with 

the corresponding ratio of the ferromagnetic and non-ferromagnetic regions. 

Key words: electromagnetic field, finite element method, Fourier method, Fourier 

series. 

 


